Matematika IV Izpit (17. september 2007)

RESITVE

Naloga 1 (20 tock)
Z Laplaceovo transformacijo resite diferencialno enac¢bo

v ty=t

pri pogojih y(0) =1, y'(0) = —2.

Z uporabo Laplaceove transformacije dobimo
LY+ LIyl = L[],

1
BY = sy(0) = y(0) +Y = .

kjer je Y = L[y]. Po upostevanju zacetnih pogojev dobimo enacbo

14 8% — 252
2 M

Y(s?+1) =
(s +1) -

odtod pa
1+ 53 — 252

$2(s24+1)

Ker moramo poiskati originalno funkcijo y(t), funkcijo Y razbijemo na delne ulomke:

1+ s% — 252 1 s—3

s2(s?2+1) _§+32+1'

Sedaj sledi

y(t) =LY ()] =L (5 +

2o —382+1):t+cost—3sint.

Naloga 2 (20 tock)
Poiscite stiri od nic¢ razli¢ne ¢lene splosne diferencialne enache

y' —zy =0.

Resitev is¢emo v obliki neskoncne potencne vrste

o0

Y= Z anx".

n=0



Dolociti moramo koeficiente a,. V diferencialno enacbo vstavimo vrsto za y in vrsto za

drugi odvod " :
Znn—lanx —xZanx":O
n=2 n=0
Sledsi
(2ay + 6asr + 12a42% + 20a52° + 30agz® + - --) — (apx + a12® + ag2® +azz* +---) =0
m
2ay + (6ag — ag)x + (12a4 — ay)2® + (20as — az)x® + (30ag — az)x* +--- = 0.

Dobimo sistem linearnih enach:

oy = 0

6@3 —Qayg = 0

12@4 —a; = 0

20a5 —ay, = 0

30&6 —as = 0

Resitev sistema so koeficienti:
ao ay ao
fry O _ — = — fry O e
a2 , a3 6 , Q4 127 Qs , g 1807 ;

pri cemer sta ag in ay poljubni konstanti. Splosna resitev diferencialne enacbe je zato

9 Moay 90 6,
y(x)—a0+a1x+6x +12 +180x+ :

prui $tirje od nic¢ razlicni clent pa so
2

ao—i-alx—i-gac —1—12

Naloga 3 (20 tock)
Poiscite resitev naslednje enac¢be polneskoné¢ne strune

2
U = A Ugy

pri pogojih u(z,0) = 0, u,(z,0) = 0, u(0,t) = Asinwt, resitev naj bo omejena.

Polneskoncna Zica je na zacetku v mirovnem poloZaju. Prit = 0 se levi konec Zice zacne
premikati na nacin, ki ga opisuje pogoj u(0,t) = Asinwt. Diferencialna enacba, ki jo



reujemo, je valovna enacba, ki opisuje odklon u(x,t) Zice v poljubni tocki in ob poljubnem
casu. Na diferencialni enacbi naredimo Laplaceovo transformacijo glede na t in dobimo

2 Llu(x,t)] — su(z,0) — u(7,0) = a*Llug,(z,t)] = azd—Qﬁ[u(x, t)]

dx?

0ziroma )

s*U(x,s) = a2dd—:1:2U(x, s),

kjer je U(x,s) Laplaceova transformiranka funkcije u(x,t) glede na t. To je navadna

homogena linearna diferencialna enacba za U(z, s) s konstantnimi koeficienti,

d2
2 2 _
a deU(:v,s) —s°U(z,s) =0,

katere splosna resitev je
U(z,s) =C(s)e=" + D(s)e =".

Pri dolocanju koeficientov C(s) in D(s) upoStevamo, da je funkcija u(zx,t) omejena, ko
gre x — oo. Tedaj mora biti tudi transformiranka U(x, s) koncna in zato C(s) = 0. Torej

U(z,s) = D(s)e”«®

m
U(0,s) = D(s).
Iz robnega pogoja u(0,t) = Asinwt sledi
w
Lu(0,t)] =U(0,s) = L[Asinwt] = A———
(0,1)) = U(0,5) = LlAsinwr) = A2
torej
w
D(s)=A——.
(s) 52 + w?
Iskana resitev navadne diferencialne enacbe je zato
W s,
U(.QZ',S) :Ame a,
Poiscimo Se pripadajocéo funkcijo u(x,t):
w(a,t) = LU(z, )] = LA e39) = d(t — Z)us=(t)
A ) - s2 4+ w2 - a’ eV’

kjer je d(t) inverzna Laplaceova transformiranka funkcije D(s), torej
d(t) = Asinwt.

Resitev enacbe polneskoncne strune je zato enaka

u(z,t) = Auz(t)sinw(t — 2) =

Asinw(t —2), t>
0, t<
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Naloga 4 (20 tock)
Poiscite ekstremalo funkcionala

b
I[y] = / (y* —y” — 2ysinx) dz.

FEkstremala y = u(x) ustreza Eulerjevi diferencialni enacbi

of d  of
oy oy "
0ZITONaQ
fy - fxy’ - fyy’y/ - fy’y/y” = 07
kjer je f(x,y,y") = y* —y* —2ysinz. V nasem primeru se Eulerjeva diferencialna enacha
glasi takole

y" +y =sinax.

To je nehomogena linearna diferencialna enacba s konstantnimi koeficienti 2. reda, katere
splosna resitev je enaka

1
y(z) =yn+y, =Csinx + Dcosz — gL cosz.
Pri tem smo kot nastavek za partikularno resitev y, vzeli funkcijo oblike
Yp(x) = z(Asinz + Bcos ).
FEkstremala funkcionala Iy] je dvoparametricna druzina
1
u(z) = Csinz + Dcosz — 5T o8z,

kjer sta parametra C' in D odvisna od robnih pogojev.

Naloga 5 (20 tock)
Pois¢ite asimetrijo slu¢ajne spremenljivke, ki ima gostoto verjetnosti p(x) = xe~
pozitivnih z. Sicer je p(x) = 0.

T

pri

Izracunajmo najprej zacetne momente
2 = / e do = —aM e ™| 7+ (k + 1)/ b dr = (k+ 1)z
0 0

Ker je zg = 1, dobimo
2 =220 =2, 29 =321 =06, 23 =4z = 24.
Iz zvez med zacetnimi in centralnimi moment: sledi:
m2:02:z'2—z%:2,
m3:,23—32221—1—22?:24—36+16:4.
Asimetrija je
_ms_ 4

A(X)_U3_2\/§=\/§.



