
Matematika IV Izpit (17. september 2007)
RE�ITVE

Naloga 1 (20 to£k)
Z Laplaceovo transformacijo re²ite diferencialno ena£bo

y′′ + y = t

pri pogojih y(0) = 1, y′(0) = −2.

Z uporabo Laplaceove transformacije dobimo

L[y′′] + L[y] = L[t],

s2Y − sy(0)− y′(0) + Y =
1

s2
,

kjer je Y = L[y]. Po upo²tevanju za£etnih pogojev dobimo ena£bo

Y (s2 + 1) =
1 + s3 − 2s2

s2
,

odtod pa
Y =

1 + s3 − 2s2

s2(s2 + 1)
.

Ker moramo poiskati originalno funkcijo y(t), funkcijo Y razbijemo na delne ulomke:

1 + s3 − 2s2

s2(s2 + 1)
=

1

s2
+

s− 3

s2 + 1
.

Sedaj sledi

y(t) = L−1[Y (s)] = L−1(
1

s2
+

s

s2 + 1
− 3

1

s2 + 1
) = t + cos t− 3 sin t.

Naloga 2 (20 to£k)
Poi²£ite ²tiri od ni£ razli£ne £lene splo²ne diferencialne ena£be

y′′ − xy = 0.

Re²itev i²£emo v obliki neskon£ne poten£ne vrste

y =
∞∑

n=0

anxn.



Dolo£iti moramo koe�ciente an. V diferencialno ena£bo vstavimo vrsto za y in vrsto za
drugi odvod y′′:

∞∑
n=2

n(n− 1)anxn−2 − x

∞∑
n=0

anx
n = 0.

Sledi

(2a2 + 6a3x + 12a4x
2 + 20a5x

3 + 30a6x
4 + · · · )− (a0x + a1x

2 + a2x
3 + a3x

4 + · · · ) = 0

in

2a2 + (6a3 − a0)x + (12a4 − a1)x
2 + (20a5 − a2)x

3 + (30a6 − a3)x
4 + · · · = 0.

Dobimo sistem linearnih ena£b:

a2 = 0
6a3 − a0 = 0

12a4 − a1 = 0
20a5 − a2 = 0
30a6 − a3 = 0
· · · · · · · · ·

Re²itev sistema so koe�cienti:

a2 = 0, a3 =
a0

6
, a4 =

a1

12
, a5 = 0, a6 =

a0

180
, · · · ,

pri £emer sta a0 in a1 poljubni konstanti. Splo²na re²itev diferencialne ena£be je zato

y(x) = a0 + a1x +
a0

6
x3 +

a1

12
x4 +

a0

180
x6 + · · · ,

prvi ²tirje od ni£ razli£ni £leni pa so

a0 + a1x +
a0

6
x3 +

a1

12
x4.

Naloga 3 (20 to£k)
Poi²£ite re²itev naslednje ena£be polneskon£ne strune

utt = a2uxx

pri pogojih u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, u(0, t) = A sin ωt, re²itev naj bo omejena.

Polneskon£na ºica je na za£etku v mirovnem poloºaju. Pri t = 0 se levi konec ºice za£ne
premikati na na£in, ki ga opisuje pogoj u(0, t) = A sin ωt. Diferencialna ena£ba, ki jo



re²ujemo, je valovna ena£ba, ki opisuje odklon u(x, t) ºice v poljubni to£ki in ob poljubnem
£asu. Na diferencialni ena£bi naredimo Laplaceovo transformacijo glede na t in dobimo

s2L[u(x, t)]− su(x, 0)− ut(x, 0) = a2L[uxx(x, t)] = a2 d2

dx2
L[u(x, t)]

oziroma
s2U(x, s) = a2 d2

dx2
U(x, s),

kjer je U(x, s) Laplaceova transformiranka funkcije u(x, t) glede na t. To je navadna
homogena linearna diferencialna ena£ba za U(x, s) s konstantnimi koe�cienti,

a2 d2

dx2
U(x, s)− s2U(x, s) = 0,

katere splo²na re²itev je
U(x, s) = C(s)e

s
a
x + D(s)e−

s
a
x.

Pri dolo£anju koe�cientov C(s) in D(s) upo²tevamo, da je funkcija u(x, t) omejena, ko
gre x →∞. Tedaj mora biti tudi transformiranka U(x, s) kon£na in zato C(s) = 0. Torej

U(x, s) = D(s)e−
s
a
x

in
U(0, s) = D(s).

Iz robnega pogoja u(0, t) = A sin ωt sledi

L[u(0, t)] = U(0, s) = L[A sin ωt] = A
ω

s2 + ω2
,

torej
D(s) = A

ω

s2 + ω2
.

Iskana re²itev navadne diferencialne ena£be je zato

U(x, s) = A
ω

s2 + ω2
e−

s
a
x.

Poi²£imo ²e pripadajo£o funkcijo u(x, t):

u(x, t) = L−1[U(x, s)] = L−1[A
ω

s2 + ω2
e−

s
a
x] = d(t− x

a
)ux

a
(t),

kjer je d(t) inverzna Laplaceova transformiranka funkcije D(s), torej

d(t) = A sin ωt.

Re²itev ena£be polneskon£ne strune je zato enaka

u(x, t) = Aux
a
(t) sin ω(t− x

a
) =

{
A sin ω(t− x

a
), t > x

a

0, t ≤ x
a



Naloga 4 (20 to£k)
Poi²£ite ekstremalo funkcionala

I[y] =

∫ b

a

(y2 − y′2 − 2y sin x) dx.

Ekstremala y = u(x) ustreza Eulerjevi diferencialni ena£bi
∂f

∂y
− d

dx
(
∂f

∂y′
) = 0

oziroma
fy − fxy′ − fyy′y

′ − fy′y′y
′′ = 0,

kjer je f(x, y, y′) = y2−y′2−2y sin x. V na²em primeru se Eulerjeva diferencialna ena£ba
glasi takole

y′′ + y = sin x.

To je nehomogena linearna diferencialna ena£ba s konstantnimi koe�cienti 2. reda, katere
splo²na re²itev je enaka

y(x) = yh + yp = C sin x + D cos x− 1

2
x cos x.

Pri tem smo kot nastavek za partikularno re²itev yp vzeli funkcijo oblike
yp(x) = x(A sin x + B cos x).

Ekstremala funkcionala I[y] je dvoparametri£na druºina

u(x) = C sin x + D cos x− 1

2
x cos x,

kjer sta parametra C in D odvisna od robnih pogojev.

Naloga 5 (20 to£k)
Poi²£ite asimetrijo slu£ajne spremenljivke, ki ima gostoto verjetnosti p(x) = xe−x pri
pozitivnih x. Sicer je p(x) = 0.

Izra£unajmo najprej za£etne momente

zk =

∫ ∞

0

xk+1e−x dx = −xk+1e−x
∣∣∞
0

+ (k + 1)

∫ ∞

0

xke−x dx = (k + 1)zk−1.

Ker je z0 = 1, dobimo
z1 = 2z0 = 2, z2 = 3z1 = 6, z3 = 4z2 = 24.

Iz zvez med za£etnimi in centralnimi momenti sledi:
m2 = σ2 = z2 − z2

1 = 2,

m3 = z3 − 3z2z1 + 2z3
1 = 24− 36 + 16 = 4.

Asimetrija je
A(X) =

m3

σ3
=

4

2
√

2
=
√

2.


