Resene izpitne naloge iz numeri¢nih metod
2000-2007

Iterativno resevanje nelinearnih enacb
. Poisci resitev enacbe x = f(x), kjer je

fla) = =5 +3),

s pomocjo Newtonove iteracije. Izberi zacetni priblizek xg = 1. Ali lahko
dobimo to resitev tudi s pomocjo iteracije

Tpt1 = f(zn) (1)

s primerno izbranim zacetnim priblizkom?

Regitev: Newtonova iteracija za enacbo f(z) —x = 0:

_ f(xn) — Tn
SR (EnE

Izberimo zacetni priblizek o = 1 in dobimo:

(xn: 1.000 —2.000 —-1.423 —-1.085 —1.004 —1.000)

Gornja iteracija (1) ne konvergira k z = —1, ker je f'(z) = —32? v tocki
r = —1 enak —%, ki je po absolutni vrednosti ve¢ kot ena. Tocka z = —1
je odbojna.
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Slika 1: Tocka z = —1 je odbojna.



2. Na intervalu [0,1] ima enacba f(z) = z, kjer je

Fla) = 8vae — 5,

dve resitvi. Katero od teh dveh reSitev je mogoce poiskati s pomocjo
iteracije
_ 1
Tn+1 = f(xn)v Tng1 = 3y/Tpe” ™ — 5 (2)
s primerno izbranim zacetnim priblizkom x(?

Resitev: Najprej s pomocjo Newtonove iteracije poiStemo resitvi enacbe
flx) ==

f(zn) — 20

fzn) —1

Izberimo zacetna priblizka xy = {0.02,1.0}:

Tn+l = Tn —

0.02 1.0
0.0130373 0.851983
0.013748  0.84922
0.0137594 0.849218

Pois¢emo absolutno vrednost odvoda iteracijske funkcije (2):
1/({0.0137594, 0.849218}) = {12.2658, —0.486293 }

Prva tocka je odbojna, druga pa privla¢na.
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Slika 2: Prva tocka je odbojna, druga pa privla¢na.

3. Na intervalu [0, 2] ima enacba f(z) = 0, kjer je

1

f(z) = Ve ™ — 3



dve resitvi. Katero od teh dveh reSitev je mogoce poiskati s pomocjo
iteracije

1
Tpt1 = f(Tn) + Tpy, Tpp1 = VTpe " — 3T on (3)

s primerno izbranim zacetnim priblizkom zy?
Resitev: Najprej s pomoc¢jo Newtonove iteracije poiscemo resitvi enacbe

flx)y=0.

Tpt1 = Ty —
i f'(zn)
Izberimo zacetna priblizka xy = {0.02,1.0}:
0.02 1.
0.04513 1.7919

0.05449 1.7972
0.05514 1.7972

Pois¢emo absolutno vrednost odvoda iteracijske funkcije (3):
1/({0.05514,1.7972}) = {2.6893, —0.2406}
Prva tocka je odbojna, druga pa privla¢na.
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Slika 3: Prva tocka je odbojna, druga pa privla¢na.

4. S pomocjo Newtonove iteracije doloéi vrednost /2 na tri decimalna mesta
natancno.

Resitev: Resimo enaébo 23 —2 = 0 s pomoéjo Newtonove metode. Zacetni
priblizek bomo vzeli zy = 1.

3
T, —2
2
322

(an: 1. 1.333 1264 1.260 )

Tpn+l = Tn —



5. Zapisi tri korake sekantne metode za resevanje enacbe f(z) = 0, kjer je
fl@)=z+ (z® +3)/2.
Izberi zacetne vrednosti g = —3.0 1 = —2.0.

Resitev: Pri sekantni metodi je iteracija:

Tp — Tp-1

Tnt1 = Tn — f(xn) Flan) — F@m 1)
Po treh korakih metode je x4 = —0.888.

6. Resujemo enacbo z = bx(l — x) za razlicne vrednosti parametra b. V
kaksnih mejah se mora gibati parameter b, da iteracija

Tpy1 = bxp (1 — ) (4)
s primerno izbiro zacetnega priblizka, konvergira k pozitivni resitvi enacbe.

Resitev: ReSitev enacbe, ki je razlicna od nic, je x = @. Od tod sledi,
da je b > 1, ¢e je ta resitev pozitivna. Tocka je privlacna za iteracijo (4),
e je odvod desne strani po absolutni vrednosti manj kot ena v tej tocki.

b(l—2x)=2-10b, za :U:Q
Od tod sledi, da mora biti b € (1, 3).
7. Pokazite, da lezi na intervalu I = [0.1, 1] natanko en koren enacbe
z+logz = 0.

Poiséi ta koren z Newtonovo metodo.
Naslednje tri funkcije

f@) = —loge, fl@)=ec™", f@)=5(+e™)

imajo natanko eno fiksno tocko x = f(z) na intervalu I, ki se ujema z
resitvijo zgornje enacbe. V katerih primerih je ta tocka privlacna in v
katerih odbojna. Z drugimi besedami, v katerih primerih lahko pois¢emo
zaCetni priblizek, razlicen od fiksne tocke, tako da iteracija konvergira k
fiksni tocki in kdaj to ni mogoce?

Try1 = —logwy, appr =e ™, Tpp = %(Z‘k +e7")
Resitev: x = 0.56714,
fl(x)=—-1/x, —e ® in %(1 —e ")
Vrednosti odvodov funkcij f(x) v negibni tocki so

—1.76291, —0.567086, 0.216457

Prva je odbojna, ker je odvod po absolutni vrednosti vec¢ji od 1, drugi dve
pa sta privlacni.



2.1

Sistemi linearnih enacb

Doloceni sistemi

. Polozi parabolo skozi tocke T4 (1,1) T5(2,2) in T5(—2,1).

Resitev: ReSujemo sistem
yi = ax +br;+¢, i=1,23.

Neznanke so a, b in ¢. Sistem zapiSemo v matriéni obliki takole:

11 1 a 1
4 2 1 b | =12
4 =2 1 c 1

Resitev tega sistema je a = 1, b= in ¢ = 3.

Parabola, ki poteka skozi te tri tocke je podana z enacbo:
1 1

Lyl
Y=t Tty

. Pokazi, da je matrika sistema Az = b pozitivno definitna in resi sistem s

pomocjo razcepa Choleskega.

a=[is] ey

Resitev: Matrika A pozitivno definitna, ¢e so vsi glavni minorji matrike
pozitivni. Glavna minorja sta:
2 in ‘? ’624,

ki sta oba pozitivna.
Razcepimo matriko A = RT R, kjer je R zgornjetrikotna matrika.

a ad'] [p O p T
a A, | | r RT 0 R.

Od tod sledi:

a=p = p=ya
a =prt = T =d"/p
A, =RT'R, +mT = RIR,=A,—rT

V naSem primeru je
a=2 = p= V2
1

=1 = rT=—



Od tod sledi, da je

Resimo sistem

R'Rz=b, Rrx=y, RTy=b
Oba sistema sta trikotna, zato jih resimo z vstavljanjem

3ol [

1
V2
- |z
0 ¢g]
Od tod sledi, da je

Regsitev: Neskon¢na norma matrike A, ||A] o, je maksimalna vrsti¢na
vsota absolutnih vrednosti:

n
HMw=§%;ﬂwm

J

Torej v naSem primeru: ||A|lcc = max{4,4,7} =7.

Prva norma matrike A, ||A|1, je maksimalna stolpi¢na vsota absolutnih
vrednosti:

n
Al = 1%%12 |aij|
i=
Torej v nagem primeru: ||A||; = max {6,6,3} = 6.
4.

Pokazi, da lahko sistem Ax = b resimo s pomocjo Jacobijeve iteracijske
metode in zapisi tretjo iteracijo. Zacetni priblizek je enak 0.

=[] e [d]

Resitev: Napravimo razcep matrike po Jacobiju:

A=D-N, A:[lo

o2 [10]



Iteracijska matrika S je enaka

_ a1a |10 01| |01
S=DbN= [ o 2J[1 o] |30
Lastne vrednosti iteracijske matrike so:
-2 1 5 1 1
=AN—-—-=0, Mo=1—
DL 7

Lastni vrednosti sta po absolutni vrednosti manj kot 1, zato je Jacobijeva
iteracija konvergentna.

0 0 1
2 2

Tretja iteracija, ¢e izberemo zacetni priblizek 0, in to¢na resitev sta enaki

1 1/2 |1
BT T
. Pokazi, da lahko sistem Ax = b resimo s pomocjo Gauss-Seidlove iteraci-
jske metode. ZapiS§i to¢no resitev in tretjo iteracijo. Zacetni priblizek je

enak 0.
1 -1 0
=[5t =]

Resitev: Napravimo razcep matrike po Gauss-Seidlu:

1 0 0 1
A=M-N, A_{—l 2]_[0 o]

Iteracijska matrika S je enaka
_ 1 0 0 1 0
s3]0 0]
5 5 0 0 0
Lastne vrednosti iteracijske matrike so:
1 1

-1 .
‘0 ;_)\‘:)\(A_Q):O, )\1:0 m )\225

[
[ R

Lastni vrednosti sta po absolutni vrednosti manj kot 1, zato je Gauss-
Seidlova iteracija konvergentna.

0 0 1
Z‘n+1:|:1:|+|:01:|$n
2 2

Tretja iteracija, ¢e izberemo zacetni priblizek 0, in to¢na reSitev sta enaki:

- [28] [



6. Pokazi, da lahko sistem Ax = b reSimo s pomocjo Jacobijeve iteracijske

metode. Zapi§i tocno resitev in tretjo iteracijo. Zacetni priblizek je enak

41 1 1
A=|13 1|, b=]1
10 2 1

Resitev: Matrika sistema je diagonalno dominantna, zato Jacobijeva it-
eracija konvergira. Zapisimo Jacobijevo iteracijo po komponentah:

n+1 1 n n
A b ey
1
n+1 n n
= Lo _a)
n+1 1 n
2 = 5(1*175))
Tretja iteracija in to¢na resitev sta enaki:
0.1354 0.10
rz3= | 01944 |, xz=| 0.15
0.4792 0.45

. Pokazi, da lahko sistem Ax = b resimo s pomocjo Gauss-Seidlove iteraci-
jske metode. Zapisi to¢no reSitev in tretjo iteracijo. Zacetno priblizek je
enak 0.

41 1 1
A=11 3 1|, b=1]1
10 2 1

Resitev: Matrika sistema je diagonalno dominantna, zato Gauss-Seidlova
iteracija konvergira. Zapisimo Gauss-Seidlovo iteracijo po komponentah

1
n+1 n n
A = L)
n 1 n n
xé o g(l —,'Bg +1) +:1cé ))
n 1 n
= -t
Tretja iteracija in to¢na resitev sta enaki:
0.0924 0.10
xz3= | 0.1515 |, xz= | 0.15
0.4538 0.45

8. Ali lahko resimo sistem Az = b z Gauss-Seidlovo iteracijo?

2 20 1
A=10 2 1 b=| 2
0 01 1



2.2

Izracunaj prve tri korake iteracije. Zacetni priblizek izberi zo = [0,0,0]7.
Kdaj bi se lahko zgodilo, da nas iteracijska metoda pripelje do resitve v
konéno korakih?

Resitev: Gauss-Seidlova iteracija je konvergentna, ker ima matrika

0 -1 0
S=-M'N=|0 0 —1/2
00 0

samo nicelne lastne vrednosti.

Ker je matrika S zgornjetrikotna z diagonalo enako ni¢, je njena tretja po-
tenca identi¢no enaka ni¢. Zato se tretja iteracija ujema s to¢no resitvijo:
23 =1[0,1/2,1]7 in 2o, = [0,1/2,1]7.

Predoloceni sistemi

. Poisci vektor x, ki minimizira evklidsko normo ||Az — bl|2, kjer je

1 2 1
A=|1 1], b=]0
1 3 1

Resitev: Iskani vektor x je resitev enacbe
AT Az = ATh, o= (ATA)"1ATD.
Sistem ima enoli¢no resitev, ¢e je matrika A polnega ranga. V tem primeru

to pomeni, da so stolpci linearno neodvisni, torej mora biti rang enak 2.
V naSem primeru to velja.

Ker je
7, |3 6 T, | 2

je

Aproksimiraj podatke P z linearno funkcijo f(z) = a1z + as
Tn,: 1 2 3
P { Yot 1 3 4 ]
Resitev:
T 1 11 hn 1
A=|a 1|=]2 1], b=| 1 |=
x5 1 3 1 ys 4



Resitev, ki minimizira normo ||Aa — bl|2, dobimo takole:

[y

Linearna funkcija, ki aproksimira podatke P, je y = %x — %
. Aproksimiraj tabelo podatkov P s funkcijo f(x) = aje®?®, tako da uvedes

nove spremenljivke, za katere postane problem linearen.

p_| Tn: 0 1 2 3 4 5
| yn: 114 089 0.71 0.67 0.64 0.48

Resitev: Uvedba novih spremenljivk:
y=a1e®®, logy =loga; + asx

Oznacimo
Y=logy in X=uz

in aproksimiramo tabelo
P X, 0 1 2 3 4 5
|Y,: 013 -0.12 -0.34 -04 -045 -0.73

z linearno funkcijo Y = a{ X + a},

0.13
—0.12
_ —0.34 ’r_ T AN=1 ATy _
Cb=| gy | @ =ATa) Ab_[
—0.45

—0.73

-0.15
0.07

QU W N~ O
— e e

Od tod sledi:

a; = e =1.07 in ay = ay = —0.15.

. Aproksimiraj podatke
z|1 2 3 4
y|3 0 -1 1

s polinomom druge stopnje in poi§¢i najmanjSo vrednost tega polinoma.

Regitev: Polimom
y = 1.252% — 6.95z + 8.75

Najmanjsa vrednost je ypmin = —0.9105.

10



Slika 4: Podatki in graf funkcije f(z) = 1.07e=0-15¢

2.3 Nedoloc¢eni sistemi

1. Poiséi tocko ravnine
3$1 + 41’2 + 513 = 5,
ki je najblize koordinatnemu izhodiscu.
Resitev: Resujemo sistem Az = b, kjer je
} T

A:[345], b=5 in :E:[xl To T3 (5)

Sistem ima neskoné¢no resitev. Is¢emo tisto, katere druga norma [|z||2 je
najmanjsa. Ce je matrika A polnega ranga, kar v tem primeru pomeni, da
so vrstice linearno neodvisne, potem obstaja enoli¢na resitev problema.
Pisemo:

r=ATy, AATy=1b, y=(AAT) b, z=AT(AAT) 1D
Resitev z minimalno normo 2 sistema (5) zapisemo takole:

-1

3 3 N
c=|4|[[345]|4 5= —
5 5 101 5

2. Poisci resitev sistema Ax = b z najmanjSo evklidsko normo.

(1 23) e [3)

Resitev: Kot v prejsnji nalogi dobimo:

x=AT(AAT)" 1

11



3.1

Ker je

1 1
r |1 2 3 |14 6
44 {1 1 1 3 1 |6 3
je
_ o
(AAT)lz[il T ]
3
Resitev z izrazimo
11 . 13
SHHICEBRE
3 1 |L71 3 2 s

Numeri¢no odvajanje in integriranje

Numeri¢no odvajanje in interpolacija

. Funkcija je podana tabelari¢no:

x |2 25 4
f(x) |05 04 0.25

S pomocjo kvadratne interpolacije izracunaj f(3).

Resitev: Funkcijo interpoliramo s kvadratno parabolo f(z) ~ ax? + bz +
c. Ko vstavimo v funkcijo podatke iz tabele, dobimo sistem enacb za
koeficiente:

05 = 4a+2b+c
04 = 6.25a+25b+c
025 = 16a+4b+c

Sistem ima resitev a = —0.05, b = 0.425 in ¢ = —0.15.
Torej je

f(z) = —0.052% + 0.4252 — 0.15
in zato je f(3) = 0.675.

. Z uporabo deljenih razlik izracunajte f(8.2), ¢e je funkcija f(z) podana

tabelari¢no:
i: 0 1 2
P=|z;: 80 81 83
y;: 16.0 17.6 17.5

Resitev: Zapisemo tabelo deljenih razlik

To Yo
— Y1—Y%o
D= |21 Y Yo1= 3=z
_ Y2—y1 _ fi2—fon
T2 Y2 Y12 = =y Yoi2= T o 0

12



Vrednost v tocki x izra¢unamo s pomocjo polinomas:
p(z) = yo +Yo,1(z — z0) + yo,1,2(x — o) (z — 1)
V nasem primeru je

8.0 16.0
D=1 81 176 16.0
83 175 —-0.5 -=55.0

p(8.2) = 16.0 + 16.0(8.2 — 8.0) — 55.0(8.2 — 8.0)(8.2 — 8.1) = 18.1
. Dolo¢i utezi formule za numeri¢no odvajanje, oblike:
f'(x) = wi f(z = h) +wa f(x) +wsf(x+h)

tako, da bo totna za polinome stopnje manjse ali enake 2.

Resitev: Zapisimo sistem enach, kjer vstavimo f(z) = {1, =, z?}.

0 = w1 -|—’U.)2 -|—U)3
1 = wi(z—h)+wx + ws(x+ h)
20 = wi(x —h)* 4+ wya?® + w3z + h)?

Resitev mora biti neodvisna od z, x se okrajsa. Sistem, po krajsanju x:

0 = wi+wr+ws
1 = 7w1h+w3h
0 = w1h2 +’lU3h2
Od tod sledi, da je w; = —ﬁ, we = 0 in wg = ﬁ Torej:
ooy o f(@+h) = flz—h)

. Dolo¢i utezi formule za numeri¢no odvajanje, oblike:
F(@) = wif(x — 2h) + waf(z — h) + ws f(x)

tako, da bo tocna za polinome stopnje manjSe ali enake 2.

Resitev: Zapisimo sistem enach, kjer vstavimo f(z) = {1, =, z?}.

0 = w1 + wo + ws
1 = wi(z—2h)+ws(x—h)+wsz
20 = wi(z —2h)% + wa(z — h)? + wax?

Resitev mora biti neodvisna od x, x se okrajsa. Sistem, po krajsanju z:

0 = w4+ wy+ws
1 = —2w1h — U)Qh
0 = ’U)14h2 + w2h2

13



Od tod sledi, da je w; = ﬁ, Wy = —% in ws = % Torej:

f(z—2h) —4f(x —h)+3f(z)
2h

f'@) ~
Numeric¢no integriranje

2
I:/ z3e® dx
1

s pomocjo trapezne, Simpsonove in triosminske formule (n = 6). Rezultate
primerjajte s totno resitvijo.

. Izracunaj integral

Resitev: Ker jen =6, a=—-1inb=2,je h = %, vozli pa so v tockah

1 1 3
_]-7 _5707 29 1u 572

Trapezna formula se glasi:

b
[ f@ydom 5 (@) + 20+ ) 4206~ )+ £(8)

Priblizna vrednost integrala po tej formuli je I = 23.6733.
Simpsonova formula se glasi:

b
/f(x)da: ~ g(f(a)+4f(a+h)+2f(a+2h)+~~~
+2f(b— 2h) + 4f(b— h) + f(b))

Priblizna vrednost integrala po tej formuli je I = 20.8675.
Triosminska formula se glasi:

b 3h
/f(x)dx ~ S0 (F(@) + 3+ h) + 30t 2h) + 200t 30) 4o
£2f(b— 3R) + 3f(b— 2h) + 3f(b— h) + f(b))

Priblizna vrednost integrala po tej formuli je I = 21.0865.
Tocna vrednost integrala je I = 20.6642.

. Konstruiraj kvadraturno formulo

10 = [ swar=auf (~3) + g0 +4 (3)

ki je toéna za polinome reda < 2. S pomocjo te formule izracunaj se
vrednost integrala
1
/ xe® dx
-1

in jo primerjaj s to¢no vrednostjo.

14



Regitev: Najprej dolo¢imo koeficiente kvadraturne formule tako, da bo

le-ta to¢na za f(z) = 1,z, 22

1
f(iﬂ):]. N / d:c::c|1_1:2:A0+A1+A2
—1

Resitev tega sistema je Ag = As = 5, A1 = —

Kvadraturna formula se torej glasi:

I(f) = %f (—;) - %f(o) + gf (;) .

Izra¢unajmo integral po kvadraturni formuli:

1
2
/ ze® dr = 3 (61/2 - 671/2) = 0.6948.
-1

SV

Tocéna vrednost: I = 0.7358.

3. Sestavi enostavno kvadraturno formulo oblike

1

/0 f(z)dz ~ §f(€1) + %f(§2)~

Vozliséi &1 in & izberes tako, da je formula to¢na za f(x) =1, z in 22. S
pomocjo dobljene formule izracunaj priblizno vrednost integrala

1
/ sin(mx) dx
0

in jo primerjaj s tocno resitvijo.

Regitev: Za f(x) =1 je pogoj na prazno izpolnjen. Zapisimo sistem za x

2
1
/xdx:
0

in z°.
1
/ 22 dr =
0
1

1
2= 30+ 22)

G

Wl = N =

1
= 5(5? +&3)
Resitev sistema je

Od tod je:
1
/ sin(rz) dx =~ 0.616191
0

Toéna resitev je 2 ~ 0.63662.

15



. Sestavi enostavno kvadraturno formulo oblike

/_ Fa)de = wf(@) + wf(c)

Utez w in vozliséi & in &, izberes tako, da je formula tocna za f(z) =1, x,
in 2. S pomocjo dobljene formule izra¢unaj priblizno vrednost integrala

1
/ e® dx
1

in jo primerjaj s tocno resitvijo.

Resitev: Zapisimo sistem enacb:

1
/ dr=2 = 2w
1
1

/;z:d:z::O = w& +wés
-1

! 2

/JZQdIL‘:* = w§f+w§%
1 3

Iz gornjega sledi, da je w =11in & 2 = =—=. Od tod je:

1
V3

1
/ e dr e V5 +evs = 2.3427
-1

Tocna resitev je e — 1/e &~ 2.3504.

. Sestavi enostavno kvadraturno formulo oblike
1

JRC
~1

Utez w in vozlisce & izberes tako, da je formula to¢na za f(z) =1in z. S
pomocjo dobljene formule izracunaj priblizno vrednost integrala

L sing
dx
—1 X

in jo primerjaj z resitvijo, natancno na §tiri decimalna mesta, ki jo dobis
s pomocjo razvoja v Taylorjevo vrsto.

Resitev: Zapisimo sistem enacb:

1
/ dr=2 = w
-1

1
/;vdsz = w¢
-1

16



Iz gornjega sledi, da je w =2 in £ = 0. Od tod je:

1 . .

sinz . sinz

dr ~ 2 lim =2
I z—0 I

Razvijemo funkcijo sinx v Taylorjevo vrsto v okolici tocke 0 in dobimo

sinz 1 x? " x*
r 3! 5l
Integriramo po x v mejah od —1 do 1 in dobimo
/1 sinxd x> N x? 5 2 N 2
T =1 — JE A — - -
1T 3.3 5.5 3.3 5.5

Ce zelimo, da se delna vsota n élenov razlikuje od toéne vrednosti za manj
kot 10~%, mora biti absolutna vrednost (n + 1)-vega ¢lena manj kot 10~%.
Taksno oceno napake lahko naredimo zato, ker je vrsta alternirajoca.

Iz m < 107* sledi, da je n > 4 in

2 + 2 2
3-31 5.5 7.7

2 — = 1.89217

. Sestavi enostavno kvadraturno formulo za singularne integrale oblike
1
f(x)
—=dz ~ wo f(0) + w1 f(1/2) + wa f(1)
I
Utezi w; izberes tako, da je formula toéna za f(z) = 1, x in 22. S pomoéjo

dobljene formule izra¢unaj priblizno vrednost integrala

Y cosZ
0o VT

in jo primerjaj z reSitvijo, natancno na §tiri decimalna mesta. ki jo dobis
s pomocjo razvoja v Taylorjevo vrsto funkcije f(z) v okolici tocke 0.

dx (6)

Regitev: Resimo sistem enacb:

|
—dr =2
|

wo + w1 + w2

17d —g p— }
Aﬁx_B 2w1 w2
/Of$—5 = 4’(1}1+U}2

in dobimo resitev wy = 4/5, wy = 16/15 in wy = 2/15. Priblizna vrednost
integrala (6) je

/1cosgd L eos0+ st 4 2 cos L = 1.95052
T =~ — COS — COS — — COS — = 1.
o VT 5 151715 %
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Razvijemo funkcijo f(x) v Taylorjevo vrsto v okolici 2 = 0.

2 334

x
=1—-—=4+——...
/(@) CRETY
Izracunamo integral

1/ 232 p7/2
— T ) d = 1.95058 7
/0 <\/5 g " 384) * 0

Rezultat se razlikuje od to¢ne vrednosti za manj kot 1/46080, kolikor je
maksimalna vrednost prvega izpuscenega ¢lena v razvoju (7) (alternirajoca
vrsta).

. Resi integral s popravljeno Simpsonovo kvadraturno formulo za singularne
integrale in primerjaj rezultat z resitvijo, totno na tri decimalna mesta, ki
jo dobis s pomocjo razvoja v Taylorjevo vrsto.

1/2 ,—a?
dzx
L

/1/2 Mdm ~ w1 f(0) +waf(1/4) +wsf(1/2)
N

Taylorjeva vista: F(z) = 2z — 22241292 I = F(1/2)—F(0) = 1.348
Kvadraturna formula: \1/—55 (9f(0)+7f(1/4) — f(1/2)) = 1.328

Regitev:

. Poisci priblizno vrednost integrala

1
.2
/ e 7 dx
0

s pomocjo enostavne Gaussove kvadraturne formule.

/0 f(x) de ~ wf(€) +wi(l - )

Parametra w in £ dolocis tako, da je formula to¢na za potenéne funkcije
z", kjer jen =10, 1, 2.
Rezultat primerjaj s tocno resitvijo.

Resitev: Izpolnjeni morajo biti naslednji pogoji:
1
/ 2dr =w" +w(l-&" n=0,1,2
0

Od tod dobimo sistem enacb
n=~0

= 2w

= wEtwd—¢), n=1

we +w(l—€)? n=2

Wl =N =

18



Prva in druga enacba sta odvisni, iz njiju pa dobimo w = % Vstavimo v
tretjo enacbo in dobimo

1 }
3 = S 78tg
1

— 2 _ -
0 = €-¢+
1 V3

$ =37 %

Tocna vrednost: e;el ~ 0.31606.
Kvadraturna formula: 0.312754.

Diferencialne enacbe

1. Numeric¢no resi diferencialno enacbo

y'(z)=-y, y(0)=1,
po navadni Eulerjevi metodi in po Heunovi metodi.

e Fuler:
Yk+1 =Yk + f(@ruk) b

e Heun:

h
Ykt1 = Yk + §(f(5% yk) + f(Trt1, Yrt1))

Vzemi, da je h = % in izra¢unaj priblizno vrednost y(1) po eni in drugi
metodi.

Funkcija y(x) je padajoca in v limiti, ko x narasca Gez vse meje, gre proti
ni¢. Najve¢ kolikSen je lahko korak h po eni in po drugi metodi da resitev
Se ohrani to lastnost.

Resitev: Zapisimo formulo za izracun funkcijskih vrednosti y; po eni in
drugi metodi.

e Euler:
Yrir =Yk — yp b= yr(1 = h) = yo(1 — h)**!
Priblizna vrednost y(1) je v tem primeru enaka yo = 1(1 — 1/2)? =

0.25.
e Heun:
h
Yrt1 = yk+§(—yk—yk+1)
h h
1+9) = y(1-2
Y1 ( +2) Yie( 2)
- L\ R
Ykl = Yh—a =10 -
1+2 1+4
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Priblizna vrednost y(1) je v tem primeru enaka yo = 1(1—1/4)2/(1+
1/4)% = 0.36.

To¢na vrednost na 6 decimalnih mest pa je enaka 0.367879.
Vidimo, da mora biti v prvem primeru izpolnjeno |1 — h| < 1, to pomeni,

da mora biti pozitiven h < 1. V drugem primeru pa je za pozitivne h
kvocient vedno manj kot 1.

h
2

<1l, h>0

h
1+ 3
. Numeriéno resi diferencialno enacbo

Y () =—y(z), y(0)=y =1

Izberi korak h = 0.1 in dolo¢i y(1), po metodi, ki jo izpeljemo iz razvoja v
Taylorjevo vrsto do vkljuéno kvadratnega ¢lena. Primerjaj resitev s tocno
resitvijo in resitvijo, ki jo dobimo s po obic¢ajni Eulerjevi metodi.
Resitev diferencialne enacbe je:

(1) monotono padajoca funkcija, katere

(2) limita je enaka ni¢, ko x raste ¢ez vse meje.
Primerjaj naso metodo z obi¢ajno Eulerjevo metodo in ugotovi pri obeh, za

katere pozitivne vrednosti koraka h priblizna resitev ohranja obe oziroma
eno od lastnosti.

Resitev: Razvoj v Taylorjevo vrsto do vkljuéno kvadratnega ¢lena je:

h2
y(z +h) = y(@) +y' (@)h+y" ()5
Od tod sledi formula
2
Ykt1 = Yk —ykh+yk§
Yhs1 = %’“(2 —2h + h?)
Y1 = %k (1+(1-h)?)
1 k+1
Ye+1 = Yo (2 (1 + (1 - h)2)>

Priblizna vrednost y(1) pri koraku h = 0.1 po tej metodi je 0.368541,
medtem ko je toéna resitev enaka 1/e ~ 0.367879.

Izraz (1 + (1 — h)?) je vedno pozitiven in je manjsi od 1 za pozitivne A,
ki so manj od 2. Od tod velja, da se za 0 < h < 2 ohranita obe lastnosti
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Slika 5: Resitve za h = 0.6 in h = 1.2 po nasi metodi in to¢na resitev.

(1) monotonost, ker je izraz pozitiven in (2) pada proti 0, ker je izraz
absolutno manj kot 1. Za obi¢ajno Eulerjevo formulo velja

Yetl1 = Yk —Yrh
Y1 = yo(l—h)F*

Priblizna vrednost y(1) pri koraku h = 0.1 po Eulerjevi metodi je 0.348678.

Za pozitivne h sta izpolnjeni obe lastnosti, ¢e je h < 1. Ceje 1 < h < 2,
lastnost monotonosti ni izpolnjena. Ce je h > 2 ni izpolnjena nobena od
lastnosti.

10
08
06}
0.4

02f

—02}

Slika 6: Resitve za h = 0.6 in h = 1.2 po Eulerjevi metodi in to¢na resitev.
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3. Numeri¢no resi diferencialno ena¢bo
v =y, y(0)=1
na dva naéina. Ce je enacha y' = f(y), potem je
a) Eulerjeva metoda: yni+1 = Yn + A f(yn)
b) Heunova metoda: y, 1 = yn + %(f(yn) + f(Ynt1))

Vzemi korak h = 0.5 in naredi 4 korake po prvi in drugi metodi. Rezultate,
ki jih dobis, primerjaj s to¢no resitvijo. Katera metoda je boljsa?
Regitev: Tocno resitev dobimo z nekaj znanja Matematike II: y(x) = e*.
Za obe numeric¢ni metodi, je f(y) = y.

Pri Eulerjevi metodi dobimo:

y1 = Yo+ hyo=y(0)(1+h)
y2 = y1+hyr =y(0)(1+h)?
yn = y(O)(1+h)"

Pri Heunovi metodi dobimo:

h 1+2
1= Yo+ 5y +y1)=yo—7
2 1- 4
h 1+2
y2 = it oWty =u 7
2 1-4

14+ 8\"
Yn Yo }2L
l—35
Upostevamo, da je h = % in yo = 1, in dobimo naslednje vrednosti:

Yo Y1 Y2 Y3 Y4

tocna | 1.0000 1.6487 2.7183 4.4817 7.3891
Heun | 1.0000 1.6667 2.7778 4.6296 7.7160
Euler | 1.0000 1.5000 2.2500 3.3750 5.0625

Opazimo, da je Heunova metoda bolj natanéna od Eulerjeve metode.
4. Resi robni problem za Airyevo diferencialno ena¢bo.
y"(z) = —16zy(z), y(0)=1, y(1)=0
Naj bo h = 1/4. Drugi odvod nadomestis z drugo razliko

Yk—1 — 2Yk + Yr+1
h2 ’
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yo=y(0) in i =y(1).

Regitev: Resiti moramo sistem enacb

Y1+ (T — 2y +yp1 =0, k=1,2,3.

Razsirjena matrika sistema je

7
e |
1

1 -3 0
5
0 1 1 0
Resitev je
28 40 32
= — = — 1m = —
Y1 9’ Y2 9’ Ys 9
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