
Iterativno reševanje sistemov linearnih enačb
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1 Iterativno reševanje sistemov linearnih enačb
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1 Iterativno reševanje sistemov linearnih enačb
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Sistem linearnih enačb z n neznankami.

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ain = bi i = 1, . . . , n

V matrični obliki zapǐsemo:

Ax = b

Matrika A = (aij)n×n je matrika sistema,
(koeficieti pred nezanakami).

Vektor x = (xi )n je vektor neznank in

vector b = (bi )n je vektor svobodnih členov na desni strani.
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Splošno

Razcepimo matriko A na razliko matrik A = M−N.

Razcep je smiselen, če lahko na preprost način izračunamo
inverzno matrtiko M−1.

Zapǐsemo sistem

(M−N) x = b

Mx = Nx + b

x = M−1Nx + M−1b
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Iteracija

Označimo matriko S = M−1N,
ki ji rečemo iteracijska matrika in vektor c = M−1b.

Sistem zapǐsemo z novimi oznakami:

x = S x + c.

Izberemo začetni približek x(0) in sprožimo iteracijo

x(k+1) = S x(k) + c, k = 0, 1, . . .
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Spektralni radij

Spektralni radij matrike je enak absolutno največji lastni
vrednosti matrike.

Spektralni radij matrike S označimo z ρ(S).

Spektralni radij matrike je manǰsi ali enak normi matrike,
ρ(S) ≤ ‖S‖.
Zaporedje x(k) je konvergentno, ko je ρ(S) < 1.
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Borut Iterativno reševanje sistemov linearnih enačb
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Razcepimo matriko A na vsoto A = L + D + U.
Sumandi so strogo spodnjetrikotna, diagonalna in strogo
zgornjetrikotna matrika matrike A.

Jacobijeva iteracija

M = D in N = −L−U

Gauss-Seidlova iteracija

M = D + L in N = −U
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Sistem linearnih enačb
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Razcep matrike sistema
Konvergenca
Jacobieva in Gauss-Sidlova iteracija
Jacobijeva in Gauss-Seidlova iteracija v akciji
Tridiagonalni sistemi

Diagonalno dominantne matrike

Matrika je diagonalno dominantna, še je absolutna vsota
izvediagonalnih členov matrike maǰsa od absolutne vrednosti
diagonalnega člena.

|aii | >
∑
j 6=i

|aij |, i = 1, . . . , n
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Razcep matrike sistema
Konvergenca
Jacobieva in Gauss-Sidlova iteracija
Jacobijeva in Gauss-Seidlova iteracija v akciji
Tridiagonalni sistemi

Norma matrike

‖S‖ = sup
x

‖Sx‖
‖x‖

.

Neskončna norma je maksimalna absolutna vrstična vsota.

‖S‖∞ = max
i

∑
j

|sij |

 .

Borut Iterativno reševanje sistemov linearnih enačb
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Če je matrika A diagonalno dominantna, potem je iteracijska
matrika S Jacobijeve iteracije konvergentna. Njena neskončna
norma je pod 1, ‖S‖∞ < 1.

Elementi iteracijske matrike so

sij =

{
0, i = j

−aij
aii
, i 6= j

, i , j = 1, . . . , n.

Velja, (zaradi diagonalne dominantnosti matrike A):∑
j

|sij | < 1, i = 1, . . . , n.
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Jacobijeva iteracija

aiixi = −
∑
j 6=i

aijxj + bi , i = 1, . . . , n

x
(k+1)
i = −

∑
j 6=i

aij
aii

x
(k)
j +

bi
aii

x
(k+1)
i =

∑
j

sijx
(k)
j + ci
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Gauss-Seidlova iteracija

aiixi +
∑
j<i

aijxj = −
∑
j>i

aijxj + bi , i = 1, . . . , n

aiix
(k+1)
i +

∑
j<i

aijx
(k+1)
j = −

∑
j>i

aijx
(k)
j + bi , i = 1, . . . , n

x
(k+1)
i = −

∑
j<i

aij
aii

x
(k+1)
j −

∑
j>i

aij
aii

x
(k)
j +

bi
aii
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Program

Dana je diagonalno dominantna matrika A in vektor b.

Reši sistem Ax = b z Jacobijevo in Gauss-Seidlovo iteracijo.

Priprava

d=diag(A);S=A;c=b./d;n=length(d);

eps=1e-5;m=1000;

for i=1:n

S(i,i)=0; S(i,:)=S(i,:)/d(i);

end;
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Jacobijeva iteracija

x=zeros(size(d));

for i=1:m

xx=x;

x=S*x+c;

if abs(x-xx)<eps, break, end;

end;
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Gauss-Seidlova iteracija

x=zeros(size(b));

for i=1:m

xx=x;

for j=1:n

x(j)=S(j,:)*x+c(j);

end;

if abs(xx-x)<eps, break, end;

end;
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Razcep po Jacobiju

d1x1 = −u1 x2 + b1

dixi = −li−1 xi−1 − ui xi+1 + bi i = 2, . . . n − 1

dnxn = −ln−1 xn−1 + bn

Jacobijeva iteracija

x
(k+1)
1 = −u1/d1 x

(k)
2 + b1/d1

x
(k+1)
i = −li−1/di x

(k)
i−1 − ui/di x

(k)
i+1 + bi/di i = 2, . . . n − 1

x
(k+1)
n = −ln−1/dn x

(k)
n−1 + bn/dn
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Razcep po Gauss-Seidlu

d1x1 = −u1x2 + b1

dixi + li−1xi−1 = −uixi+1 + bi i = 2, . . . n − 1

dnxn + ln−1xn−1 = bn

Gaus-Seidlova iteracija

x
(k+1)
1 = −u1/d1 x

(k)
2 + b1/d1

x
(k+1)
i = −li−1/di x

(k+1)
i−1 − ui/di x

(k)
i+1 + bi/di i = 2, . . . n − 1

x
(k+1)
n = −ln−1/dn x

(k+1)
n−1 + bn/dn
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Program

Podatki

n=5;

d=1.91*ones(1,n);

u=ones(1,n-1);

l=ones(1,n-1);

b=2+sin(1:n);

eps=1e-5; m=1000;

Priprava

c=b./d;

u=u./d(1:end-1);

l=l./d(2:end);
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Jacobiejeva iteracija

xx=zeros(size(c));

for k=1:m,

x=xx;

xx(1)=-u(1)*x(2)+c(1);

for i=2:n-1,

xx(i)=-l(i-1)*x(i-1)-u(i)*x(i+1)+c(i);

end;

xx(n)=-l(n-1)*x(n-1)+c(n);

if abs(x-xx)<eps, break, x=xx; end;

end;
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Iterativno reševanje sistemov linearnih enačb
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Gaus-Seidlova iteracija

x=zeros(size(c));

for k=1:m,

xx=x;

x(1)=-u(1)*x(2)+c(1);

for i=2:n-1,

x(i)=-l(i-1)*x(i-1)-u(i)*x(i+1)+c(i);

end;

x(n)=-l(n-1)*x(n-1)+c(n);

if abs(x-xx)<eps, break, end;

end;
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