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Kompleksna Stevila

v

Imaginarna enota i, > = —1.

Kompleksno Stevilo z = a+ ib, a,b € R.

Realna in imaginarna komponenta R(z) = ain $(z) = b.
Absolutna vrednost kompleksnega Stevila |z| = va® + b?.
Konjugirano kompleksno $tevilo Z = a — ib. Velja zz = |z|?.
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Polarni zapis kompleksnega Stevila

» Polarni zapis kompleksnega Stevila z = a + ib.

. i a .
z=|z|(cosp +ising) = |z|e'?, cosyp = —;, sinp =

2] 2]

m\cr

» Argument kompleksnega Stevila arg z = ¢, tanp =

» Glavna vrednost argumenta ¢ € [0,2) ali ¢ € (—7, 7]



Moivrova formula

» Moivrova formula:
» (cosp + isiny)™ = cos(ny) + sin(ny), n € N.
> (eigo)n _ eniap_



Koren kompleksnega Stevila

v

Argument kompleksnega Stevila ni dolo¢en enoli¢no.

z = |z|(cos(p + k27) + isin(y + k21) =—
|z|e/(¥1h2m) k€ 7.

Zaradi tega tudi koren kompleksnega Stevila ni dolo¢en
enoli¢no.

Enacba z = w" ima n razlicnih reSitev.

wx = v/|Z| (cos ernZkﬂ +isin SDJrn2k7r>
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Zapisi kompleksno stevilo v polarni obliki

z=5V3+5i.

>

-5 1
tanp = 53- V3
Kompleksno Stevilo lezi v prvem kvadrantu,
R(z) > 0in (z) > 0.
@ = arctan % z

v

v

z=10¢'5.
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Zapisi kompleksno stevilo v polarni obliki

z=-2-2i.
> tanp = =2 =1.
» Kompleksno Stevilo lezi v tretjem kvadrantu,
R(z) <0in(z2) <O.
» o =m+arctan1 = 3¢,

)
» z=2V267.



Izracunaj

20
1+iV3
1—i
14iv3 _ _2¢/3  _ 7
> #L\{»_\/éee—i%_\/ée’m

> (\@ef%’)zo — 1024¢7'3



PoisScCi vse resitve enacbe

z'=-2+2iV3.

Zapisimo desno stran enacbe v polarni obliki.

z* =4 (cos & +isin &)

z = V2 (cos(% + k§) +isin(% + k%)), k=0,1,2,3.
20=J5(V3+i),z1=J5(1+V3), 2= J5(V3 1) in
Z3 = %(1 —ivV3);
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Poisci ®R(w) in S(w), Cejez=x+iyin

|
z
» Pomnozimo Stevec in imenovalec s konjugirano vrednostjo
imenovalca.
lzlz Z X —ly
> W= 72 - = <
4 1z /X2 + y?
X .
» R(W) = ——=InY(w) = — 4



Poisci ®R(w) in S(w), Cejez=x+iyin

V4

1 +z
» Pomnozimo Stevec in imenovalec s konjugirano vrednostjo

imenovalca.
2(z+1)  zZ4+z X4 yP+x+iy
Cz+12 |z 12 (x+1)2+ 2
XCHx+y2+x. y
> RW) = e e MW =

(x +1)2+4 y2



Poisci ®R(w) in S(w), Cejez=x+iyin

w=23

» Razstavimo po binomski formuli.
» 28 = (x+iy)® = x3 4+ 3ix%y — 3xy? — iy®

» R(w) = x> — 3xy? in S(w) = 3x%y — 3



Resienatbo z+iz2=0

» ZapiSimo enacbo po komponentah
X+iy+ix2—2xy —iy?=0.

» IzenaCimo realno in imaginarno komponento
x—2xy=0, y+x>—-y?>=0.

> Iz prve enacbe sledi: (x =0V y = )

» Ce je x = 0 potem iz druge enacbe dobimo
y—y?=0—-y=0vy=1

» Cejey = % potem iz druge enacbe dobimo x? + % =0,
nima realnih resitev.

» Resitvi: z € {0, i}.



Resienatboz +iz2=0

» ZapiSimo enacbo po komponentah
X—iy+ix?—2xy —iy?=0.

» Izenacimo realno in imaginarno komponento
Xx—2xy=0, —-y+x>-y?>=0.

> Iz prve enadbe sledi: (x =0V y = )

» Ce je x = 0 potem iz druge enacbe dobimo
y-y?=0-y=0vy="1

» Ceje y = 1, potem iz druge enacbe dobimo x? — 2 =0,
X =+¥3

=+3

> Resitve: z € {0,i + L +il}.



Resienacbo z2 — 1 =0

1
z

Resitev ne more biti enaka 0. Pomnozimo enacbo z Z in
dobimo z|z2 - 1=0

Zapigimo po komponentah (x + iy)(x? + y2) = 1.
Odtosledi,dajey=0—-x3=1—- x=1

Resitev je z = 1.
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Resi enacbo i+ 1 =2



Resi enacbo 22 — 3z2% = 10/

» 22 - 322 =10i

» (x% — y? + 2ixy) — 3(x% — y? — 2ixy) = 10i —
» —2(x% — y?) + 5ixy = 10i

» x2-y?=0, Bxy=10,—-xy=2, x=2
> yE=0—4-y'=0,

> y:j:\@—h
> Zio = i\/§(1 +I)



ReSienatboz — iz2 =0

v

Z—-iz2=0,
X —iy —i(x® — y? 4+ 2ixy) =0 —
2xy +x=0, —x?>+4+y?>—-y=0,

Iz prve enatbe je x =0V y = —1.
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. . 3 i
lzdrugesledizy =0, 2z =i, Zas= i% — L



Resienacbo |z| +z=2+

» X2y pxtiy=2+i-y=1
» Vx24+1+x=2
>\/ﬁ:2—x—)x<2.

> X2+ 1 :4—4X+X2—>X:%<2

> Resitevz =2 +1.



Resi sistem enacb

v

A+Nz1+2—-N)zo=i,z1+(1—i)Zo=3

» PomnoZzimo prvo enacbo z 1 — i in drugo z 2.
221+ (14322 =1+1i,2z1+2(1 - i)zo =6
Obe enadbi odstejemo in izrazimo zp, zp = =373

Resitev: zy =4 + 5/, z2 =2 — 3i.
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Grafi¢no predoCi podmnozice kompleksne ravnine

Z={zeC1<|z+1+2i<2}
»i<|z+1+2i<2—
> 1< |z+14+2iP<4 1< (x+1)2+(y+2)32<4




Grafi¢no predoCi podmnozice kompleksne ravnine

Z={zeC,|lz+ 1] <|z+1|}
> lzH1 < |z 4] =
>z < |z4+0P = (x+1)2+y2 < X2+ (y +1)2.
»2x+1<2y+1—=x<y.




Grafi¢no predoCi podmnozice kompleksne ravnine

Z={zeC,|lz4+1|+]z—1] <3}
> z4+1|+|z+i]| <3 —

Z
@y




Grafi¢no predoCi podmnozice kompleksne ravnine
Z={zeC,|z| >1-R(2)}
> 1zl >1—-R(z) =

> /X2 4+ y2>1—x— (x> 1),

» X2y > x2+2x+1—

(x> HV((X<HA>V-2x+Tvy<—vV=-2x+1))




1

Ugotovi narascanje in padanje zaporedja: a, = 5

» Predpostavimo, da je an < ap1.
g <o n+2<n4+1,52<1 50

» Od tod sledi a, > a1, zaporedje je padajocCe.

> Prvi Elen je najvegji max{a,} = 3.

» Natancna spodnja meja inf{a,} = 0, ¢leni monotono
padajo proti ni¢. Res?

» Pokazimo, da 0 + € ni vec spodnja meja za poljuben ¢ > 0.
an<0+e€— 5 1 <e—n>1-1

» Zavsak ¢ > 0 lahko najdemo n € N, da je gornja neenacba
izpolnjena.



Dano je zaporedje: a, = —n? 4+ 9n+ 100

» Predpostavimo, da je an < ap1.
—m? +9n+100 < —(n+1)2+9(n+ 1)+ 100, —
0<-2n+8,—-n<4.

» Zan=1,2,3in4velja a, < an.1, z a vse ostale pa je
an > any1-

» Zaporedje naras€ado n=5 (a4 < as in a5 > ag) tu
zavzame najvecjo vrednost, zatem pa monotono pada.

» Najvedji clen max{a,} = 120. Zaporedje ni navzdol
omejeno.



' . 2
Dano je zaporedje: a, = &

> Predpostavimo, daje ap < apyq-
P o —2n—1<0,»ne[l—v2,1+2]
> Zaporedje narasc¢a do n = 3 zatem monotono pada in je

navzdol omejeno z nic.
» Natancna spodnja meja zaporedja je 0. Velja:
2"=(1+1)">(3),—
" < n _ 6n° _ 6 ]
2" = (5) — n(n=1)(n=2) 7 n(1-1)(1-2)
Za velike n desna stran pade pod vsako pozitivho mejo.

» max{ap} = 8mmf{a,,} 0




2n
nt

Dano je zaporedije: a, =

» Predpostavimo, da je an < ap1.

n n+1
%g(ﬁfﬁ)!,%n+1§2,—>ne{1}.

» Zaporedje naras¢a do n = 2 zatem pa monotono pada in
je navzdol omejeno z nic.
H 2n 2 2 22
> Ve!Jaoceqa,m—ﬁnTl---éT< . )
Vsi faktorji razen zadnjih dveh so manj kot ena. Natan¢na
spodnja meja enaka 0.

» max{an} =2ininf{a,} = 0.

4
n’



Dano je zaporedje: a, = %
+

» Predpostavimo, da je a, < an.1. Preuredimo in dobimo
neenacbo
P +n—100<0

» Resitev v naravnih Stevilihje 1 <n<9
» Zaporedje do 10 ¢lena narasc¢a, od tam dalje pa monotono

pada proti 0.
Res? Ce pisemo a, = % vidimo, da velja
0 < a, < 19).

» Natancna zgornja meja je max{a,} = 5, natan¢na spodnja
meja je inf{an} = 0.



Dano je zaporedje: a, = (—1)"52

v

Zaporedje absolutnih &lenov |a,| = 42— ima natanéno
zgornjo mejo 2.

v

Pokazimo, da je razlika % — ap vselej pozitivna in postane
poljubno majhna, ko gre n preko vsej meja.
2 2n—1 5

v

3 3n+1 — 349n

Lihi ¢leni zaporedija a, padajo proti —%, sodi pa rastejo
proti 2.

Od tod sledi, da je sup{an} = 5 ininf{a,} = —5.

v

v



Dano je zaporedje: a, = (—1)"52H

» Zaporedje absolutnih &lenov |a,| = 22! ima natanéno
spodnjo mejo 2.

» PokaZzimo, da je razlika a, — % vselej pozitivha in postane
poljubno majhna, ko gre n preko vsej meja.

, 2nt1 2 _ 5
3n—1 ~ 3 — —3+9n

» Lihi ¢leni zaporedja a,, rastejo proti —%, sodi pa padajo
proti 2.

» Od tod sledi, da je max{an} = a> =1in
min{a,} = a; = —3.



Pravila za raCunanje z limitami

Ceje A=Ilimpo @n, B =limp_,o bn, potem velja

lim
n—oo
lim
n—oo
3. lim (

4. lim Yan=vA an>0keN



Nekaj osnovnih limit

lim Va=1,8ejea>0,
n—oo

lim ¥n=1,
n—oo

n
lim — =0,
n—oo n|

..n . .
im — =0,Cejea>1zavsak k € Nin
n—oo gl

1 n
lim <1 + > =e
n—oo n



|zracunaj limito lim,_,.. an,

P+
3m+2n"

» Delimo $tevec in imenovalec z vodilno potenco n®.

kjer je an =

1 1

lim n
n—>003_|_%

» Kerje limp_ 15 = 0 in z upostevanjem pravil za raCunanje
Z limitami 1 — 4 na prvi strani, dobimo lim,_,., a, = 0.



|zracunaj limito lim,_,.. an,

n?+1
3n2+2n"

» Delimo $tevec in imenovalec z vodilno potenco n?.

kjer je ap =

» Kerje limp oo 15 = 0 in z upostevanjem pravil za raCunanje

Z limitami 1 — 4 na prvi strani, dobimo lim,_, ., a, = %



|zracunaj limito lim,_,.. an,

kier je ap = 71+2+2j”'+”.

n(n+1)
2n2

» Delimo $tevec in imenovalec z vodilno potenco 2.

» Izracunajmo vsoto in dobimo a, =

n—oo 2

» Kerje limp_ 15 = 0 in z upostevanjem pravil za raCunanje
Z limitami 1 — 4 na prvi strani, dobimo lim,_, . a, = %



Izracunaj limito lim,_, ., an,

Kier je ap = Yt

1+2n
» Delimo Stevec in imenovalec z n.

» Kerje limp_o 15 = 0 in z upostevanjem pravil za raCunanje

z limitami 1 — 4 na prvi strani, dobimo lim,_,. a, = %



|zracunaj limito lim,_,.. an,

kier je a» = v2n (vVn+1—+/n).
» PomnoZimo Stevec in imenovalec, ki je enak 1, s
konjugirano iracionaliteto izraza v oklepaju, vn+ 1+ /n.

im van(n+1—-n)
n—oo \/n4+14+/n

» Vodilna potenca v imenovalcu (%) je enaka kot v Stevcu, od
tod je:

: 1
||m an: ﬁ

n—oo



|zracunaj limito lim,_,.. an,

kierje a, = vn+1— ¥/n.
» Pomnozimo Stevec in imenovalec, ki je enak 1, s Stevcu
konjugirano iracionaliteto

(n+12+ ¥n(n+ 1)+ Vn?
im n+1-n
n=oo 3/(n+1)2 + n(n+ 1) + Vn?

» Vodilna potenca v imenovalcu (%) je vecja kot v Stevcu (0),
od tod je

lim a,=0
n—o00



|zracunaj limito lim,_, . an

. . . 2
kjer je limp_s00 (%

» Preuredimo izraz tako, da bomo lahko uporabili
limpsee (14+ 1) =€
)2(n2+5)7

)4n2+3

; 1
> I|mn4)oo (1 + m

» PisSemom=n?+5
Mmoo (14 5)%7 iMoo (14 575

» Prva limita je enaka €, druga pa je enaka 1.
liMp_soo @n = €2



Izracunaj limito lim,_, .. an

. . . 2n+1 3n+1
kjer je limp_,o W

» Delimo Stevec in imenovalec z 3" in opoStevamo, da je:

lim @"=0, |q|<1

n—oo
2(3)"
» lim M
()

> Ker je limp_oo (3)" =0, je limp_o @n = 3



Izracunaj limito lim,_, ., an,

. sinn
kjer je ap = W

: 1 sinn 1
lim a" =0
n—oo

,je



Rekurzivno podano zaporedie:

. a
a1:1|na,,+1:§”+1.

Ce je zaporedje narascajoée in navzgor omejeno, potem je
limita natanCna zgornja meja.

>

Ce je zaporedje monotono naras¢ajoée, potem je
an+1 > an.

Odtodje%+1>an — ap<2.

Dokazati moramo, da je a, < 2. Uporabimo matemati¢no
indukcijo.

. . . . . a
Vellaa; =1<2,Ceje ap < 2jetudi an 1 :?"+1 < 2.
a
2
Resitev enacbe je a = 2.

Limita ustreza enaCbi a= ~ + 1, kjerje a= lim a,.
n—oo



Slika k prejsnji nalogi

30
25

20

15

10

I I
15

I I
20

I I
25

I
30



Rekurzivno podano zaporedie:

ai=3inap1=3——

2
an

Ce je zaporedje monotono padajoée in navzdol omejeno,
potem je limita natan¢na spodnja meja.

>

>

>

Ce je zaporedje monotono padajode, potem je a1 < an.

2
Odtodje3—a—>an <~ ap > 2.
n

Dokazati moramo, da je a, > 2. Uporabimo matemati¢no
indukcijo.
. . : : 2
Veljaa; =3 > 2, Ce je a5 > 2 je tudi an, 1 :S—a— > 2.
n
Limita ustreza enacbi a =3 — 2 ali @ —3a+2 =0, kjer je
a= lim ap.

n—oo

Resitev enacbe je a =1 in a = 2, prava reSitev je druga.



Slika k prejsnji nalogi
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Dano je konvergentno zaporedje {a,} ine > 0

Od katerega Clena dalje se Cleni zaporedija razlikujejo od limite

zamanjkote, Ge je a, = Ziig’ ine= .

» Veljaa, > 1.

» Pois¢imo N(e) za katerega velja Z%? —1 < ezavsak
n> N(e).

»n—-1<(1+rm)e—se?—n+1+e>0—-n>5+V/14.

» Od tod sledi, da je N({5) = 8.



Dano je konvergentno zaporedje {a,} ine > 0

Od katerega Clena dalje se ¢leni zaporedja razlikujejo od limite
za manj kot ¢, &e je an = (2)"in e = 11;.

Cleni monotono padajo proti ni¢.

Poig&imo N(c) za katerega velja (2)" < e za vsak n > N(e).

In100
nIn3 Ine—>nln2>ln = N> pEmy:

Od tod sledi, da je N(W) =11.

v

v

v

v



Dano je konvergentno zaporedje {a,} ine > 0

Od katerega ¢lena dalje se Cleni zaporedija razlikujejo od limite
za manj kot ¢, &e je a, = 21y in e = 25725,
» Cleni monotono rastejo proti 1.
» Poistimo N(e) za katerega velja 1 — 275 < e za vsak
n > N(e).
» 57> 5% _2 5 n> 49
» Od tod sledi, da je N(252%) = 49.




|zracunaj limito lim,_,.. an,

kjerjean:1+\/1+---\/1+\@

n korenov
» Zaporedje lahko zapi§emo rekurzivno: a; = 1 + /2,
ant1 =1+ +/an

» Dokazimo, da je zaporedje narascajocCe.
an<ap1—ap<l+ya,—a—-3a,+1<0

» Od tod dobimo pogoj a, < % ki ga dokazemo s
pomocjo matemati¢ne indukcije.

» Zaporedije je havzgor omejeno z 3%@

» Limita je ena od resitev enacbe a= 1+ v/a.
> Prava je 355,



Fibonaccijevo zaporedje: F1 =1, F> =1,
Fn+1 :Fn+Fn71,n>2

Pokazi, da je limita limp o, —F F"“ enaka razmerju zlatega reza.

>

>

Zaporedje pp = F”*‘ zapisemo v rekurzivni obliki.

p1 =1, oni1 =1+@,reS°

Fn+2:1_|_ Fn+2_Fn+1+Fn
Fri Fn+1 Fn+1 Fri

Pokazati moramo neenacbi 0 < 2,1 < ¢ < p2n, Kjer je ¢
pozitivna resitev enacbe,

p=1+1P—p-1=0-p=155
tako, da dokazemo implikaciji
Pan—1 < @ = pant1 < @ iNY2p > @ = Poni2 > .



|zracunaj limito lim,_,.. an,

Kierjean =1+

1
14

]
T
n—1 ulomkov
» Zaporedie lahko zapiSemo rekurzivno:
aj=1,a,1=1+%

» Od tod sledi, da je zaporedje a, enako zaporedju ¢,
prejSnje naloge.

14+--.

> I|mn_)oo an - %
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