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Doloci stekalis¢a zaporedja

n—1
= (=1)" —0.
an=(=1) n+1
» Limita absolutnih Clenov |a,| = nJ_r 3 je enaka 1.
» Od tod sledi, da ima zaporedje a, dve stekalisci, to sta

{_1 ) 1 }
» Zaporedie lihih ¢lenov konvergira k 1, medtem ko
zaporedje sodih ¢lenov konvergira k —1.



Doloci stekalis¢a zaporedja

1
_ (_4\n+1
an = (-1) n+1°

» Zaporedie sodih in lihih ¢lenov konvergira k 0.

» Zaporedje ima eno samo stekalisce, ki je tudi limita
zaporedja.



Doloci stekalis¢a zaporedja

E)2”2+1
47 n24+1°

» Zaporedje 2,;’22:11 konvergira k 2.
» Cleni zaporedja sin( ) zavzamejo naslednje vrednosti
{1,503, -1, 2.0},

ap = sin(

» Zatem se zacnejo vrednostl ponavljati.
» Mnozica stekali$¢ zaporedja je enaka {—2, —v/2,0,/2,2}.



Doloci stekalis¢a zaporedja
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» OCitno so vrednosti ¢lenov tega zaporedija vsi ulomki iz
intervala (0, 1). Vsak ulomek se v zaporedju ponovi
neskon¢nokrat.

» Od tod sledi, da je vsak tak ulomek tudi stekalisce.

» Ker vsako realno Stevilo na intervalu [0, 1], lahko poljubno
natan¢no aproksimiramo s pravimi ulomki, sledi od tod, da
je vsako realno Stevilo iz [0, 1] stekaliSCe tega zaporedija.



Doloci stekalis¢a zaporedja

giisiz 12ty
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» Podzaporedije lihih ¢lenov I, = Zl konvergira k 0.
» Podzaporedje sodih &lenov s, = 251 konvergira k 1.
» StekaliSCi zaporedija sta potemtakem {0,1}.



Koliko je vsota vrste?

S:

>

=1
2 4
=1

Razcepimo splosni ¢len na parcialne ulomke.

1o _1( 1 _ 1
4n2—1 — 2 \ 2n-1 2n+1
Zapisimo n-to delno vsoto s tako razcepljenimi Cleni.

_xn 1 1 1
Sn =2 k=12 (m - m)

_1 1,111 1 1
Sﬂ—§<1 “3t3 5t5 _2n+1)
Vsi Cleni, razen prvega in zadnjega se paroma unicijo.

_ 1 1
Sn= 2 (1 - m)

Vsota neskoncne vrste je enaka limiti delnih vsot.
S=Ilimp00 Sp= %



Koliko je vsota vrste?

S:

>

i(\/k+22\/k+1 +\/R)
k=1

Zapisimo n-to delno vsoto:

Sn=Srs (VK2 -2Vk+1+VK)
Sn=V3-2V2+1+Vd— . +vn+2-2yn+1+/n
Notraniji ¢leni se unicijo, ostanejo le
Sh=1-vV2+vn+2—-/n+1

Vsota neskoncne vrste je enaka limiti delnih vsot.
S=liMps0 Sp=1-V2+IliMy 00 (VN+2—Vn+1).
Izraz, katerega limito racunamo, mnozimo in delimo s
konjugirano iracionaliteto v/n + 2 + +/n+ 1 in dobimo
liMp—s oo m =0.

Vsota vrste je potemtakem S =1 — /2.




Koliko je vsota vrste?

Ip
2k
pariy
» Vrsta je geometrijska, n-to delno vsoto gneometrijske vrste
izratunamo po formuli Y7 _, g1 = =%

1-qg -
1_1
Sn:3

an
-
» lzraunamo limito delnih vsot. UpoStevamo, da je
lim £=0
| N—00 4n -

» Vsota vrste je potemtakem S = 4.




PokaZzi, da je dolzina Cantorjeve mnoZzice enaka O.

(i) Vzemimo zaprt enotni interval, [0, 1]. Razdelimo ga na tri
enako dolge podintervale in izlo€¢imo srednjega brez robnih
toCk. Po prvem koraku nam ostaneta dva zaprta
podintervala [0,1/3] in [2/3,1].

(i) Nadaljujemo postopek izlo¢anja (i) na vsakem od njih v
nedogled.

Cantorjevo mnozico sestavljajo toCke, ki v limiti ostanejo.
» Na zacetku je dolzina intervala enaka 1.
» Na vsakem koraku je dolzina izloCenih intervalov tretjina
predhodnih, njihovo Stevilo pa se podvoji.
» Skupna dolzina izlogenih intervalov je 1 + % + g—i + ...

> Vsota gornje geometrijske vrste: 3 "7 | (%)"_1 =1.



Dolzina Kochove krivulje

Kochovo krivuljo konstruiramo takole, kot prikazuje slika:

AT T S
PN PN s P

Vzemimo, da je dolzina zacCetne daljice enaka 1.

Na vsakem koraku se Stevilo stranic pomnozi s 4 njihova
dolZina pa se skréi za faktor 3.

Dolzina krivulje po n-tem koraku je enaka (%)".
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V limiti je dolZina enaka: lim, .. (4)" = oc.
Krivulja neskoncne dolzine, ki jo lahko poloZimo v dlan.

v



PloscCina pod Kochovo krivuljo, ¢e je dolzina zaCetne
daljice enaka 1.

v

Na zacetku je plos¢ina enaka nic.

Na vsakem koraku se na vsaki stranici doda enakostranicni
trikotnik, katerega stranice so tretjina prvotne stranice.

Torej na vsakem koraku dodamo ploscini S,
2n 2n n

Sp=4m1 ()" =4 ()7 R = ()" 8.

Plos¢ina je potemtakem enaka S=> ", S,
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Vsota gornje geometrijske vrste je enaka S = gof.

v



|zracunaj vsoto vrste S =", ap, Ce je

an= % kie F, n-ti ¢len Fibonaccijevega zaporedja:
Fi=1,Fo=1in Fo 4 = Fp+ Fp_1

Vrsto S = >, £z zapisemo takole:
S=5+&2+¥%, ,2:315 -

§= 5+ + S g
S=8+2+37, 521; + Y0 ok

S=i+i+3(S-H+1s—-s=2
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S pomocjo kvocientnega kriterija ugotovi konvergenco
vrste

=1
D
k=1

»Dn:1/(n+1)!7 n A

1/nt = (n+1)! = n+1°
> liMyo 714 = 0.
» Ker je limita D, manj kot ena vrsta konvergira.



S pomocjo kvocientnega kriterija ugotovi konvergenco
vrste

>, 2kk!
=
k=1 k
2t (ng1)in?
> Dn="ymian

Ino

: 2n" i 2
> Ilmn_mo (= = I|mn—>oo m ~ e
n

> Ker je 2 < 1 vrsta konvergira.



S pomocjo kvocientnega kriterija ugotovi konvergenco
vrste

2. 3Kkl
RS
k=1 k
_ 3™ (ng)In”
> Dn="yisn

lw

: 3n" i 3
> Ilmn_mo (= = I|mn—>oo m ~ e
n

> Kerje 2 > 1 vrsta divergira.



S pomocjo korenskega kriterija ugotovi konvergenco
vrste

oo 1 k2
Z<1—k> .
k=1
» Co={(1-)"=(1-1)"

> Ilmn_>oo Cn - 1@

» Ker je limita C, manj kot ena vrsta konvergira.



S pomocjo korenskega kriterija ugotovi konvergentnco
vrste

oo 1 k2
> <1 + k> :
k=1
n 2
> Co= {1+ 3" = (1+1)"
> Ilmn_>oo Cn = e.
» Ker je limita C, vecC kot ena vrsta divergira.



S pomocjo korenskega kriterija ugotovi konvergenco
vrste

o 32k+1

—Er
pa k5

» C,= " 3273 _ 3203

n 59m ~ 592
» Kerjelimpo V3 =1inlimyoo V/n=1,je
» limita C,, enaka %, vrsta divergira.




S pomocjo korenskega kriterija ugotovi konvergenco
vrste

; 1
> I|mng)oo Cn - ?

» Limita C, je manj kot 1, vrsta konvergira.



S pomoc¢jo majorante ugotovi konvergenco vrste

o0
pacit
>

>
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k + 1

|
VeIJa i < KR
Pokazati moramo, da je vrsta ), K k+1) konvergentna.

Gornjo vrsto lahko sestejemo. Razbijemo Clene na

parcialne ulomke in izraGunamo delne vsote.
1 1 1

kk+1) — F k+1
Si=1-j+i-f+rti-zh=1-
Limita deImh vsot Je enaka 1 od tod sledi da vrsta
konvergira, torej je tudi prvotna vrsta konvergentna.



S pomoc¢jo majorante ugotovi konvergenco vrste

> 1
>
k—1
> Ker velja, daje k? < k¥ zavse k > 1,je 5 < ;.

» Kerjevrsta } 2, % konvergentna, glej prejSnjo nalogo,
sledi, da je prvotna vrsta konvergentna.



S pomoc¢jo minorante ugotovi konvergenco vrste

i 1
k=1 vk
» Pokazimo najprej divergentnost harmonicne vrste
D ket % = 0.

» Harmoni¢no vrsto lahko zapiSemo kot vsoto 1+ Y72, sk,

iar i 1 1 1
Kierje sk = gr—rq T o T o

» Zavsak k imajo vsote s, 2€~1 Elenov. Cleni v si in s; se ne
prekrivajo, Ce je k # j.

» Ce nadomestimo vse ¢lene vsote s z najmanj$im, zadnjim
or» dobimo 22—;1 = }. Velja s, > } za vsak k. Od tod sledi,
da je harmoni¢na vrsta divergentna.

» Ker velja vk < k za vsak k > 1 sledi, da tudi prvotna vrsta

divergira.



S pomocjo minorante oziroma majorante ugotovi
konvergentnco vrste

Z arctan k
1+ k2

: arctank =« 1 w1
» Velja ocena:

T+k2 “21+k 2K

1
» Ker konvergira vrsta s Cleni — P , konvergira tudi prvotna
vrsta.



S pomocjo primerjalnega kriterija ugotovi konvergenco
vrste

i V24 3k2
1+2k+ k8
» Vodilna potenca v Sevcu je p = 1 vimenovalcu pa g = 3.

» Izberemo primerjalno vrsto s Cleni kP~9 = %
- . " . v/ (2+3k2)k?
» Limita kvocienta ¢lenov obeh vrst limy_, o, %
» Delimo Stevec in imenovalec z vodilno potenco 3:
i, V@) _ s
k—oo 13 +2k2+1 -
» Limita zaporedja je razli¢na od ni¢ in konCna, torej obe vrsti
hkrati konvergirata in divergirata. Ker primerjalna vrsta
konvergira, konvergira tudi prvotna vrsta.



X, (1)K

k=1 vk

» Zaporedje absolutnih ¢lenov ﬁ monotono pada proti ni¢.
» Od tod sledi, da je vrsta konvergentna.

» Ker vrsta absolutnih ¢lenov ne konvergira je konvergenca
vrste le pogojna.

Ugotovi konvergenco alternirajoCe vrste



. o 20 (—1)kH
Ugotovi konvergenco alternirajoCe vrste Z ( .
— k(k+1)
» Zaporedije absolutnih ¢lenov m monotono pada proti
nic.

» Od tod sledi, da je vrsta konvergentna.
» Vrsta absolutnih ¢lenov je tudi konvergentna
» sledi, da je vrsta absolutno konvergentna.



Ugotovi konvergenco alternirajoCe vrste
i(1—(—1)" 1+(—1)k)

_ § ]
k=1 k 2

» Zaporedije absolutnih ¢lenov vrste pada proti ni¢, vendar
ne monotono.

> Vrsta z lihimi ¢leni 372, % divergira.
» Vrsta s sodimi Eleni > ;7 , 22k + absolutno konvergira.
» Od tod sledi, da vrsta divergira.




Definicijsko obmocje funkcije f(x)

X—2
(X) = 55—
» Funkcija je definirana povsod razen v toCkah kjer se
imenovalec enak 0.

» Dr={xeR2x—1+£0} =R\ {}}




Definicijsko obmocje funkcije f(x)

f(x)=v1-2x
» Funkcija je definirana na obmodju, ker je izraz pod
korenom nenegativen.

» Dr={x€R,2x — 1> 0} = (—o0, 7]



Definicijsko obmocje funkcije f(x)

1
f(x)=+vV4—x2— p
» Funkcija je definirana na obmocju, kjer je izraz pod
korenom nenegativen in imenovalec v drugem Clenu
razlicen od nic.

» Di={xeR4—x2>0Ax#0}=(-2,00U(0,2)



Definicijsko obmocje funkcije f(x)

f(x)y=yv2x—-1—-x

» Funkcija je definirana na obmocju, kjer so izrazi pod koreni
nenegativni.

» Di={xeR,2x—-1>0AV2x - 1> x}

» Dr=[},00)N{x €R,0>x%-2x+1} = {1}.



Definicijsko obmocje funkcije f(x)

f(x)=vva2x—1+x

» Funkcija je definirana obmocju, kjer so izrazi pod koreni
nenegativni.

» Dr={xeR, x> AV2x—1+x>0}

» Tam ker je izpolnjen prvi pogoj, je izpolnjen tudi drugi.
Dy = [%, 00).



Definicijsko obmocje funkcije f(x)

fx) =y [vex—1- 2

» Funkcija je definirana obmocju, kjer so izrazi pod koreni
nenegativni.

» Dr={xeRx>1A2x-1 2%2}

» Pogoja sta izpolnjena na [4 — 21/3,4 + 21/3], ker je
4-2v3> 1.

» Dy = [4 23,4 +2V3],



Definicijsko obmocje funkcije f(x)

f(x)=vv2x—1+x
» Funkcija je definirana obmocju, kjer so izrazi pod koreni
nenegativni.

» Di={xeRx>1IAV2x—1> —x}
» Drugi pogoj izpolnjen na prazno, ker je x > %

> Dy = [3,00),



Definicijsko obmocje funkcije f(x)

x—1
f(x):|09x+1

» Funkcija je definirana na obmocju, kjer je izraz pod
logaritmom pozitiven, in imenovalec razli¢en od nic.

» Df = {xeRx+1>0}
» Df = (—o0,—1)U (1, 00).




Definicijsko obmocje funkcije f(x)

f(x)=+vx—1]1—-2x|

» Funkcija je definirana na obmodju, kjer je izraz pod
korenom nenegativen.

» Dr={xeR,x>|1-2x|}

» Za1—2x < 0 oziroma oziroma x > % jex>—-1+4+2x
oziroma x < 1.

» Za 1 - 2x > 0 oziroma oziroma x > 4 je x > 1 —2x
oziroma x > 1.

> Dr=(z1)U (3,21 = (5.1



Ali lahko reCemo, da sta funkciji f(x) in g(x) enaki?

f(x) = log X, g(x) = 2log x
» Definicijsko obmocje funkcije f(x) je Df = (—o0,0) U (0, c0).
» Definicijsko obmocje funkcije g(x) je Dy = (0, c0).
» Za pozitivne x je f(x) = g(x), vendar funkciji nista enaki,
ker se ne ujemata v definicijskem obmocju.



Ali lahko reCemo, da sta funkciji f(x) in g(x) enaki?

1 X
100 = 77 90 = 575
» Definicijsko obmocje funkcije f(x) je Dy = R\ {0, —1}.
» Definicijsko obmocje funkcije g(x) je Dg =R\ {—1}.
» Za x ¢ {0,—1} je f(x) = g(x), vendar funkciji nista enaki,
ker se ne ujemata v definicijskem obmocju.
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