Matematika I (VSP) Kolokvij (23. januar 2009)
RESITVE

Naloga 1 (20 tock)
Poiscite vsa kompleksna stevila z = a + b, ki zado$¢ajo enacbi

2| +Z2 =3 —1.

V enacbo vstavimo z = a + b in dobimo:
la +ib| + a+ib =3 — 1,
val+b2+a—1ib=3—:.

Dobljeno enacbo resimo tako, da izenacimo realni in imaginarni komponenti na obeh
straneh enacbhe:

R:vVa2+b+a=23,
S —b=-1.

Sledi b=1 in

Va2 +1+a=3,
\/m:?}—a,
a>+1=(3-a)
a*>+1=9—6a+ad,

6a = 8,
8 4
a=-==-.
6 3

Dobimo eno samo resitev enacbe, to je z = a + ib = % + .

Naloga 2 (20 tock)
Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom

i n
142n’

Qp

Doloc¢ite najmanjsi in najvedji ¢len zaporedja (¢e obstajata) ter infimum in supremum.

Najmangst in najvecyi célen zaporedja najlazje dolocimo tako, da najprej ugotovimo, kdaj
zaporedje pada in kdaj narasca. Izracunamo na primer razliko dveh zaporednih clenowv:

n+1 n n+1 n (n+1)(1+2n) —n(3+2n)
an _an: —_— e —_ e
i 1+2(n+1) 14+2n 3+2n 1+2n (34 2n)(1 + 2n)
1

= B+ 2n) (1 + 2n) > 0 za vsako naravno Stevilo n



Sledi, da zaporedje povsod (za vsa naravna Stevila n) strogo nara$ca. To pa pomeni, da je

najmangsi ¢len zaporedja in hkrati infimum prvi élen a; = %

mina, = infa, = a; = —.
n n 3

Najvecji ¢len (strogo nara$cajocega) zaporedja ne obstaja, supremum pa je enak limiti
zaporedja:

1
sup a, = lim a, = lim -,

Naloga 3 (20 tock)
Dani sta funkciji

2% +3
flx) =143z in g(z) = ‘”2_
x_

a.) Poiscite inverzno funkcijo f~!(x) k funkciji f(z).
b.) Dolocite kompozicijo (f o g)(x).

c.) Narigite graf funkcije g(x). V ta namen pois¢ite niclo, pol, za¢etno vrednost in
asimptoto funkcije g(x).

Gremo po vrsti.

a.) Najprej izracunajmo inverzno funkcijo =1 k funkeiji f. Dobimo jo tako, da v pred-
pisu funkcije f zamenjamo vlogi spremenljivk x in y = f(z):

r =14 3y,
z—1
3

y =
Inverz je zato enak f~'(z) = 51

b.) Sedaj izracunajmo kompozicijo funkeij f in g (v danem vrstnem redu):

(foa)ta) = flata)) = £ (3257 ) =13 (325 ) - 222 - T )

c.) Za konec narisimo Se graf racionalne funkcije g(x). Niclo dobimo kot resitev enacbe
20 +3 =0, torej
3
N : T = —5

Pol dobimo kot resitev enacbe v — 2 = 0, torej

P: xy=2.



Zacetna vrednost je enaka

3
0)=—=.
9(0) = -3
Asimptoto funkcije g(x) dobimo z deljenjem polinomov v Steveu in imenovalcu racionalne
funkcije:
7
20 +3) (v —2) =2 .
Qo +3): (-2 =2+ —
Dobili smo torej asimptoto
A y=2
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Naloga 4 (20 tock)
Poiscite lokalne ekstreme funkcije

f(x) =InV1+ 22 — arctanz

in doloc¢ite njihovo naravo.

Kandidati za lokalne ekstreme so stacionarne tocke funkcije, ki jih dobimo, ko prvi odvod
funkcije izenacimo z 0. Izracunajmo torej prvi odvod funkcije f(x):

1 — 1 1 11 1
/x‘ - —— . 1—|—aj‘2,— fry ~<— '1"_.:62/)_
f@ 1+ a2 ( ) 1+ 22 1+22 \2V1+2? ( ) 1+ 22

1 1 1 5 1 €T 1 x—1
= 2x ) — = — = )
V1+22 \ 21+ 22 1+22 1422 1422 1422




Dobimo enacbo za stacioanrne tocke:

xr—1
1+ 22

I

katere edina reitev je x = 1 (ulomek je enak 0, ko je stevec enak 0). Naravo stacionarne
tocke (lokalni minimum, lokalni maksimum ali prevoj) dobimo iz predznaka drugega odvoda
funkcige f(x). Racunajmo:

-1\ 1+2?—(z—1)-2z 1+2z—2?
1+a22) (14 22)2 (14222

o= (

Ker je

2 1
"1)====->0
I =5=5>0

ima funkcija f(x) v stacionarni tocki x = 1 lokalni minimum.

Naloga 5 (20 tock)
Izracunajte nedoloceni in doloceni integral:

a.) /(1 + ze” ) dx

3
b.)/ T da
2 1_1‘

Prvi, nedoloceni integral lahko izra¢unamo s pomocjo metode integriranja po delih (per
partes), drugega (dolocenega) pa z uvedbo nove spremenljivke.

a.) V drugem delu integrala uporabimo metodo integriranja po delih, kjer vzamemo:

u =z = du=dx,

1
dv = e dyr = v = —56_29”.

Sedaj dobimo:

/(1—|—xe21)d:cz/1d:t+/:ce2xd:c::c+ (uv—/vdu)
_ 1 —2x 1 —2x
—a:—i-( 5 7€ +2/€ dx)



b.) Najprej izracunajmo nedoloceni integral

x
/1_$2d3:.

Ce uvedemo novo spremenljivko t = 1 — 22, dobimo dt = —2x dx in zato

1
x -3 1 [dt 1 1
di= [ 2dt=— [ &= S| +C=—ln|l—2|+C.
/1—1‘2 X /t 5 P 211||+C 2I1| l‘|+C

Sledi se izracun dolocenega integrala:

| W

3 3
x 1 1 1 1
dr=|—=In|1 —2?|| =—=1 —n3=-1

/21—552 x [ 211\ SL’|:|2 2118—1—2113 5 1o



