
Matematika I (VSP) Kolokvij (23. januar 2009)RE�ITVENaloga 1 (20 to£k)Poi²£ite vsa kompleksna ²tevila z = a + ib, ki zado²£ajo ena£bi
|z| + z = 3 − i.V ena£bo vstavimo z = a + ib in dobimo:

|a + ib| + a + ib = 3 − i,
√

a2 + b2 + a − ib = 3 − i.Dobljeno ena£bo re²imo tako, da izena£imo realni in imaginarni komponenti na obehstraneh ena£be:
ℜ :

√
a2 + b2 + a = 3,

ℑ : − b = −1.Sledi b = 1 in
√

a2 + 1 + a = 3,
√

a2 + 1 = 3 − a,

a2 + 1 = (3 − a)2,

a2 + 1 = 9 − 6a + a2,

6a = 8,

a =
8

6
=

4

3
.Dobimo eno samo re²itev ena£be, to je z = a + ib = 4

3
+ i.Naloga 2 (20 to£k)Dano je zaporedje s splo²nim £lenom

a
n

=
n

1 + 2n
.Dolo£ite najmanj²i in najve£ji £len zaporedja (£e obstajata) ter in�mum in supremum.Najmanj²i in najve£ji £len zaporedja najlaºje dolo£imo tako, da najprej ugotovimo, kdajzaporedje pada in kdaj nara²£a. Izra£unamo na primer razliko dveh zaporednih £lenov:

a
n+1 − a

n
=

n + 1

1 + 2(n + 1)
− n

1 + 2n
=

n + 1

3 + 2n
− n

1 + 2n
=

(n + 1)(1 + 2n) − n(3 + 2n)

(3 + 2n)(1 + 2n)

=
1

(3 + 2n)(1 + 2n)
> 0 za vsako naravno ²tevilo n



Sledi, da zaporedje povsod (za vsa naravna ²tevila n) strogo nara²£a. To pa pomeni, da jenajmanj²i £len zaporedja in hkrati in�mum prvi £len a1 = 1

3
:

min
n

a
n

= inf
n

a
n

= a1 =
1

3
.Najve£ji £len (strogo nara²£ajo£ega) zaporedja ne obstaja, supremum pa je enak limitizaporedja:

sup
n

a
n

= lim
n→∞

a
n

= lim
n→∞

n

1 + 2n
=

1

2
.

Naloga 3 (20 to£k)Dani sta funk
iji
f(x) = 1 + 3x in g(x) =

2x + 3

x − 2
.a.) Poi²£ite inverzno funk
ijo f−1(x) k funk
iji f(x).b.) Dolo£ite kompozi
ijo (f ◦ g)(x).
.) Nari²ite graf funk
ije g(x). V ta namen poi²£ite ni£lo, pol, za£etno vrednost inasimptoto funk
ije g(x).Gremo po vrsti.a.) Najprej izra£unajmo inverzno funk
ijo f−1 k funk
iji f . Dobimo jo tako, da v pred-pisu funk
ije f zamenjamo vlogi spremenljivk x in y = f(x):

x = 1 + 3y,

y =
x − 1

3
.Inverz je zato enak f−1(x) = x−1

3
.b.) Sedaj izra£unajmo kompozi
ijo funk
ij f in g (v danem vrstnem redu):

(f◦g)(x) = f(g(x)) = f

(

2x + 3

x − 2

)

= 1+3

(

2x + 3

x − 2

)

=
x − 2 + 6x + 9

x − 2
=

7(x + 1)

x − 2
.
.) Za kone
 nari²imo ²e graf ra
ionalne funk
ije g(x). Ni£lo dobimo kot re²itev ena£be

2x + 3 = 0, torej
N : x1 = −3

2
.Pol dobimo kot re²itev ena£be x − 2 = 0, torej

P : x2 = 2.



Za£etna vrednost je enaka
g(0) = −3

2
.Asimptoto funk
ije g(x) dobimo z deljenjem polinomov v ²tev
u in imenoval
u ra
ionalnefunk
ije:

(2x + 3) : (x − 2) = 2 +
7

x − 2
.Dobili smo torej asimptoto

A : y = 2.
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Naloga 4 (20 to£k)Poi²£ite lokalne ekstreme funk
ije
f(x) = ln

√
1 + x2 − arctanxin dolo£ite njihovo naravo.Kandidati za lokalne ekstreme so sta
ionarne to£ke funk
ije, ki jih dobimo, ko prvi odvodfunk
ije izena£imo z 0. Izra£unajmo torej prvi odvod funk
ije f(x):

f ′(x) =
1√

1 + x2
· (
√

1 + x2)′ − 1

1 + x2
=

1√
1 + x2

·
(

1

2

1√
1 + x2

· (1 + x2)′
)

− 1

1 + x2

=
1√

1 + x2
·
(

1

2

1√
1 + x2

· 2x
)

− 1

1 + x2
=

x

1 + x2
− 1

1 + x2
=

x − 1

1 + x2
.



Dobimo ena£bo za sta
ioanrne to£ke:
x − 1

1 + x2
= 0,katere edina re²itev je x = 1 (ulomek je enak 0, ko je ²teve
 enak 0). Naravo sta
ionarneto£ke (lokalni minimum, lokalni maksimum ali prevoj) dobimo iz predznaka drugega odvodafunk
ije f(x). Ra£unajmo:

f ′′(x) =

(

x − 1

1 + x2

)

′

=
1 + x2 − (x − 1) · 2x

(1 + x2)2
=

1 + 2x − x2

(1 + x2)2
.Ker je

f ′′(1) =
2

4
=

1

2
> 0,ima funk
ija f(x) v sta
ionarni to£ki x = 1 lokalni minimum.Naloga 5 (20 to£k)Izra£unajte nedolo£eni in dolo£eni integral:a.) ∫

(1 + xe−2x) dxb.) ∫

3

2

x

1 − x2
dxPrvi, nedolo£eni integral lahko izra£unamo s pomo£jo metode integriranja po delih (perpartes), drugega (dolo£enega) pa z uvedbo nove spremenljivke.a.) V drugem delu integrala uporabimo metodo integriranja po delih, kjer vzamemo:

u = x ⇒ du = dx,

dv = e−2xdx ⇒ v = −1

2
e−2x.Sedaj dobimo:

∫

(1 + xe−2x) dx =

∫

1 dx +

∫

xe−2x dx = x +

(

uv −
∫

v du

)

= x +

(

−1

2
xe−2x +

1

2

∫

e−2x dx

)

= x − 1

2
xe−2x − 1

4
e−2x + C.



b.) Najprej izra£unajmo nedolo£eni integral
∫

x

1 − x2
dx.�e uvedemo novo spremenljivko t = 1 − x2, dobimo dt = −2x dx in zato

∫

x

1 − x2
dx =

∫ −1

2

t
dt = −1

2

∫

dt

t
= −1

2
ln |t| + C = −1

2
ln |1 − x2| + C.Sledi ²e izra£un dolo£enega integrala:

∫

3

2

x

1 − x2
dx =

[

−1

2
ln |1 − x2|

]3

2

= −1

2
ln 8 +

1

2
ln 3 =

1

2
ln

3

8
.


