2. kolokvij iz Matematike 2
1. letnik elektrotehnike (UNI+VSP)
30.5.2002

1. naloga: Razvij funkcijo f(z) v Taylorjevo vrsto okoli tocke a = 1. Funkcija f(z) je dana z
naslednjim predpisom:
20 — 2

2 — 2z

fz) =

Resitev 1. naloge: Vpeljemo novo spremenljivko: y = x — 1 oz. x = y+ 1. S tem dobimo
funkcijo g(y), ki jo bomo razvili okoli tocke 0.

2(y+1)—2 2y 2y
(y+1?=2y+1) -1 (y—1y+1)

Pri razvoju te funkcije v Taylorjevo vrsto okoli tocke 0 si pomagamo z razcepom na parcialna
ulomka:

9y) = f(x) = fly+1) =

2y A n B
y—Dy+1) y—-1 y+1
2u=Aly+1)+B(y—1)

2y=Ay+A+By—B

Primerjava koeficientov:

y!' © 2=A+B

W : 0=A-B
Resitev tega sistema je: A = B = 1. To upostevamo v funkciji g(y) in nato vsak ¢len razvijemo v
Taylorjevo vrsto.

W) 2y 1 n 1 1 N 1
g y = = = — =

-Dy+1) y-1 y+1 1-y 1-(-y

=2 Y+ ("= (-1+(=1)"y"
n=0 n=0 n=0
[zvedemo le Se obratno substitucijo, da dobimo razvoj f(x) okoli tocke a = 1:
fl@)=> (-1+(=1)")(z - 1)"
n=0

2. naloga: V druzini krivulj, za katero velja, da je smerni koeficient tangente na krivuljo v
poljubni tocki enak dvakratni vsoti koordinat te tocke, poisci tisto, ki gre skozi tocko T'(1, —%)

Resitev 2. naloge: S pomocjo opisa druzine krivulj zapisemo diferencialno enacbo te druzine:
Y =2(z+y)
y = 2x + 2y

To je nehomogena linearna diferencialna enacbha prvega reda. Najprej resimo homogeno enacho,
ki ima loc¢ljivi spremenljivki:
y =2y



—~ =2dx

Y
d
/—y:2/dx
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Iny=2z+InC
y:C'GQx

To je resitev homogene enacbe, na kateri izvedemo variacijo konstant, da dobimo resitev neho-
mogene enacbe. Nastavek za resitev nehomogene enacbe bo torej y = C'(z) - €2, kjer C ni vec
konstanta, temve¢ funkcija spremenljivke x. Potrebujemo $e odvod: 3y = C' - e?® + 20 - e**.
Vstavimo y in 3’ v nehomogeno enacbo:

O e 420 - e* =22 + 20 - *

O e =2
C'=2x-e %
Da bi dobili funkcijo C, dobljeni odvod integriramo po metodi per partes:
1
v=2z, dv=edr = du= dz,v= —56_21
—2x x —2x 1 —2x —2x —2x
C:/Q:v'e dx:2<—§e —|—§/e dx) =-—x-¢ —|—/e dx =
—2x

L
=—x-e " ——e“+D
2
Splosna resitev nehomogene enacbe je torej:

1 1
?J:C-ezw:<—x'e2x—§e2x+D)e2w:—x—§+D~62m

Poiscemo $e tisto resitev, ki gre skozi tocko T'(1, —%), se pravi tisto, ki ustreza zacetnemu pogoju
y(1) = —3:

1 3
H=—-1—-=-+D-*=-2=
y(1) 5 tD-e 5
D-e*=0
D=0

1

Krivulja, ki gre skozi tocko T y = —x — 3

3. naloga: Resi zacetni problem:

y' +y=a2"+2-€" y(0)=0,y(0)=0

Resitev 3. naloge: Najprej resimo homogeno enacbo:

y'+y=0



To je homogena linearna diferencialna enacba drugega reda s konstantnimi koeficienti, zato upo-
rabimo nastavek oblike: y = e, ¢/ = X - e, ¢ = A2 . ¢**. Dobimo:

)\2_6/\90_‘_6)\1020
N4+1=0

Karakteristicna enacba ima dve kompleksni nicli: A\ = i, Ay = —i, za kateri dobimo dve resitvi
diferencialne enacbe: y; = e, yo = e~ **. Realni resitvi poiStemo tako, da ti dve resitvi zapiSemo
s pomocjo Eulerjeve formule:

yp =€ =cosx+i-sinx, yp =€ " =cosx —i-sinzw

Realni resitvi sta torej cosz in sin z, splosna reSitev homogene enacbe pa njuna linearna kombi-
nacija:
yg = Cicosx + Cysinx

Za partikularno resitev nehomogene enacbe uganemo nastavek glede na nehomogeni del enacbe
(22 +2-¢€%):

y=A +Bx+C+D-e*,y =2Ax+B+D-e", ¢y =24+ D -¢"
Vstavimo v enacbo:
A+ Br+C+D-¢*+2A+D - =2 +2-¢°

Primerjava koeficientov:

z? A=1
x! B=0
20 . O+4+24=0
et . 2D =2

Resitev tega sistema je: A =1, B =0, C = —2, D = 1, kar nam da naslednjo partikularno
resitev:
yp = 2% — 2+ €”

Splosna resitev nehomogene enache je torej:
Y=y +yp=Crcosx+ Cosinz + 2> —2+¢°
Poiscemo Se resitev zacetnega problema. Najprej potrebujemo Se odvod splosne resitve:
y = —Cysinz + Cycosx + 222 + €”
Sedaj upostevamo zacetna pogoja:
y(0) = Cycos0+ Cysin0+ 0> =2+’ =-1+C, =0 — C, =1
y'(0) = —C1sin0 4+ Cocos04+2- 02+ =14+Co =0 — Cy = —1

Resitev zacetnega problema:
y=cosx —sinz +a2—2+¢°

flz,y) =2 — 2y + °.



Resitev 4. naloge: Izracunamo oba prva parcialna odvoda funkcije f(z,y):

fw:3x2_y7 fy:3y2_$

Ko ju izenacimo z ni¢, dobimo sistem dveh enacb, katerega realne resitve so ;1 = 0, y; = 0
ter 1y = %, Yo = % Stacionarni tocki sta torej 77(0,0, f(0,0)) = 71(0,0,0) in TQ(%, %,f(%> %)) =
T2<%7 %7 _2_17)

Sestavimo Hessejevo matriko drugih parcialnih odvodov:

H(x,y) = Yl = )
( y) [ f YT f Yy -1 Gy
Izracunamo determinanti Hessejeve matrike za obe stacionarni tocki:

det H(0,0) =

0 —1|

-1 0

11

‘ 3
je v tocki T} sedlo.

<0,
> 0, je v tocki T ekstrem. Ker pa je fuo(5,3) > 0, je ta ekstrem minimum.

Ker je det H(0,0)
Ker je det H(3, 3)



