
Matematika II (VS) Kolokvij (7. junij 2010)RE�ITVENaloga 1 (20 to£k)Dani sta matriki
A =





1 −2 0
3 −4 1

−1 0 5



 in B =





3 −3
2 −2
1 −1



 .Izra£unajte:a.) determinanto matrike A,b.) matriko X = A · B − 3B.a.) Najprej izra£unajmo determinanto matrike A:
det A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2 0
3 −4 1

−1 0 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2
3 −4

−1 0
= −20 + 2 + 0 − 0 − 0 + 30 = 12.b.) Matriko X dobimo na naslednji na£in:

X = A · B − 3B =





1 −2 0
3 −4 1

−1 0 5



 ·





3 −3
2 −2
1 −1



 − 3 ·





3 −3
2 −2
1 −1





=





−1 1
2 −2
2 −2



 −





9 −9
6 −6
3 −3



 =





−10 10
−4 4
−1 1



 .

Naloga 2 (20 to£k)Dana so ogli²£a trikotnika:
A(1,−1, 1), B(2,−1, 3), C(3, 1, 0).Izra£unajte:a.) plo²£ino trikotnika ABC,b.) kot med strani
ama AB in AC.



Najprej dolo£imo dva vektorja, ki trikotnik oklepata:
~a = ~AB = ~rB − ~rA = (2,−1, 3) − (1,−1, 1) = (1, 0, 2),

~b = ~AC = ~rC − ~rA = (3, 1, 0) − (1,−1, 1) = (2, 2,−1).a.) Plo²£ino trikotnika ABC sedaj izra£unamo kot polovi
o plo²£ine paralelograma, torejpo formuli
p =

1

2
· |~a ×~b|.Ker je vektorski produkt vektorjev ~a in ~b enak

~a ×~b =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

1 0 2
2 2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−4, 5, 2),dobimo
p =

1

2
· |(−4, 5, 2)| =

1

2

√

(−4)2 + 52 + 22 =
1

2

√
45 =

1

2
· 3
√

5 =
3

2

√
5.b.) Kot med strani
ama AB in AC je enak kotu med vektorjema ~a in ~b, ki ga dobimoiz formule

cos ϕ =
~a ·~b
|~a| · |~b|

=
(1, 0, 2) · (2, 2,−1)

|(1, 0, 2)| · |(2, 2,−1)| =
2 + 0 − 2√

5 ·
√

9
= 0.Torej, iskani kot med strani
ama AB in AC je enak ϕ = π

2
.

Naloga 3 (20 to£k)Razvijte funk
ijo
f(x) =

{

2, −π < x ≤ 0
−2, 0 < x < πv Fourierovo vrsto na intervalu [−π, π].Dana funk
ija f(x) je liha, zato bo njena Fourierova vrsta izgledala takole:

f(x) =

∞
∑

n=1

bn sin (nx).Izra£unajmo koe�
iente:
bn =

2

2π

∫ π

−π

f(x) sin (nx) dx =
1

π
· 2 ·

∫ π

0

f(x) sin (nx) dx =
2

π

∫ π

0

(−2) · sin (nx) dx

=
2

π
·
[

2

n
· cos (nx)

]π

0

=
2

π
· 2

n
· (cos (nπ) − cos 0) =

4

nπ
· ((−1)n − 1) .



Sledi rezultat:
f(x) =

∞
∑

n=1

bn sin (nx) =

∞
∑

n=1

4

nπ
· ((−1)n − 1) sin (nx).

Naloga 4 (20 to£k)Poi²£ite in klasi�
irajte lokalne ekstreme funk
ije dveh spremenljivk:
f(x, y) = ex(x2 + y2).Kandidati za lokalne ekstreme so sta
ionarne to£ke funk
ije f(x, y), to je to£ke, v katerihsta oba prva par
ialna odvoda enaka 0:

f ′

x(x, y) = ex(x2 + y2) + ex · 2x = ex(x2 + y2 + 2x) = 0,

f ′

y(x, y) = ex · 2y = 0.Ker je eksponentna funk
ija, ki ima za osnovo Eulerjevo ²tevilo e, povsod pozitivna, sesistem poenostavi v
x2 + y2 + 2x = 0,

2y = 0.Sledi y = 0 in zato iz prve ena£be dobimo x(x + 2) = 0, kar da dve sta
ionarni to£ki:
T1(0, 0) in T2(−2, 0).Da bi ugotovili, ali in kak²en tip ekstrema je v teh sta
ionarnih to£kah, rabimo drugepar
ialne odvode funk
ije f(x, y):

f ′′

xx(x, y) = ex(x2 + y2 + 2x) + ex(2x + 2) = ex(x2 + y2 + 4x + 2),

f ′′

xy(x, y) = ex · 2y,

f ′′

yy(x, y) = ex · 2.Te odvode zloºimo v Hessejevo matriko
Hf =

[

f ′′

xx f ′′

xy

f ′′

yx f ′′

yy

]

=

[

ex(x2 + y2 + 4x + 2) ex · 2y
ex · 2y ex · 2

]ter izra£unamo determinanti te matrike v to£kah T1(0, 0) in T2(−2, 0). Dobimo:
det Hf(0, 0) =

∣

∣

∣

∣

2 0
0 2

∣

∣

∣

∣

= 4 > 0,

det Hf(−2, 0) =

∣

∣

∣

∣

−2e−2 0
0 2e−2

∣

∣

∣

∣

= −4e−4 < 0.



Sledi, da v to£ki T2 ni lokalnega ekstrema (det Hf(−2, 0) < 0), ampak je sedlo, v to£ki T1pa je lokalni minimum (det Hf(0, 0) > 0 in f ′′

xx(0, 0) > 0).Naloga 5 (20 to£k)Re²ite diferen
ialno ena£bo
y′′ − 4y′ + 4y = sin (2x).Dana je linearna diferen
ialna ena£ba s konstantnimi koe�
ienti. Splo²na re²itev takedif. ena£be je oblike

y(x) = yh + yp,kjer je yh re²itev homogene linearne dif. ena£be s konst. koef., yp pa partikularna re²itev.A. Homogeni del (ra£unamo yh):
y′′ − 4y′ + 4y = 0.To je homogena linearna dif. ena£ba s konstantnimi koe�
ienti. Dobimo karakteris-ti£no ena£bo:
λ2 − 4λ + 4 = 0

(λ − 2)2 = 0

λ1,2 = 2Re²itev homogenega dela je zato:
yh = C1e

2x + C2xe2x.B. Nehomogeni del (ra£unamo yp):Partikularno re²itev yp i²£emo z metodo nedolo£enih koe�
ientov. Za nastavek vza-memo funk
ijo iste oblike, kot je desna stran
b(x) = sin (2x)z nekaj prostimi parametri. To je

yp = A sin (2x) + B cos (2x).Nedolo£ena koe�
ienta A in B dolo£imo, tako da nastavek vstavimo v dif. ena£bo.�e prej ga seveda moramo dvakrat odvajati:
y = A sin (2x) + B cos (2x)

y′ = 2A cos (2x) − 2B sin (2x)

y′′ = −4A sin (2x) − 4B cos (2x)



Funk
ije y, y′, y′′ vstavimo v dif. ena£bo:
(−4A sin (2x)−4B cos (2x))−4(2A cos (2x)−2B sin (2x))+4(A sin (2x)+B cos (2x)) = sin (2x).Dobljeno ena£bo re²imo, tako da primerjamo koe�
iente pred linearno neodvisnimafunk
ijama sin (2x) in cos (2x) na obeh straneh ena£be:

sin (2x) : −4A + 8B + 4A = 1,

cos (2x) : −4B − 8A + 4B = 0.Sledi re²itev sistema: A = 0 in B = 1

8
. Partikularna re²itev dif. ena£be se zato glasi

yp =
1

8
cos (2x).Splo²na re²itev dif. ena£be je torej

y = yh + yp = C1e
2x + C2xe2x +

1

8
cos (2x).


