DIFERENCIALNI IZPIT

2. september 2008

1. Podana je krivulja

—

7(t) = (—sint + cost, — cost — sint, —t).

(a) Izrac¢unajte dolzino loka krivulje 7(¢) med tockama T4 (1, —1,0) in To(—1, 1, 7).
(b) Poiscite naravno parametrizacijo krivulje 7(¢).

(c) Dolocite enacbo normalne ravnine na krivuljo 7(t) v tocki T5(—1, -1, 7).

Resitev.

(a) Takoj vidimo, da sta tocki 77 in T, dosezeni pri ¢ = 0 oziroma t = —.
Racunajmo

F(t) = (—cost —sint,sint — cost, —1)

ds = \/i2 + 92 + i2dt = \/(—cost —sint)? + (sint — cost)? + (—1)2dt =
=..=V3adt

sz/_imt:@r

(b) Kot v tocki (a) dobimo ds = v/3dt in po integriranju tako s = /3t oziroma
t= \/ig Iskana naravna parametrizacija se tako glasi

s) ( s N 5 s s s)
7(s) = | —sin —= + cos —, — coS —= — sin —=, — ——
V3 V3 V3 V3 V3

(c) Takoj se vidi, da je tocka T3 dosezena pri t = 7. Vemo, da je normala normalne

ravnine enaka tangentnemu vektorju 7(¢). Tako dobimo

ii=(5) = (~1,1,-1).

Enacba iskane normalne ravnine se tako glasi —x+y—2z = d, kjer d pora¢cunamo

z vstavljanjem tocke T3. Dobimo d = 7 oziroma

+ T
—x —z=—.
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2. Izracunajte ploscino lika, omejenega s krivuljo
Q?Q — (Q?Q 4 y2)2.

Namig: Uvedite polarne koordinate.

Resitev. Po uvedbi polarnih koordinat x = rcosp, y = rsiny se nasa enacha
krivulje prevede do r? cos? ¢ = r* oziroma 12 = cos? ¢. Ce sedaj to enacbo korenimo,

dobimo r = |cosp|. Vidimo, da je ta izraz odvisen od kota ¢ in sicer, ce velja
5 <9 < 3, jecosp >0 in dobimo r = cosp, cepavelja—<<,0< ,jecosp <0
in doblmo r = —cos . Iz opisanega sledi, da je ploscina enaka

P = // dxdy =
3 cos ¢ —cos
:/ d(p/ TdT+/ dgp/ rdr =

2
:...zi/ﬁcos <pdg0+2/ﬂ cos® pdp =

2 2

w\:\

[NIE]

3m

:i/w (1 + cos(2¢)) dgo—i—i/rz (1+ cos(2¢)) dp =
_ _m m_*
ST 442

Opomba: Lahko bi opazili, da je telo simetricno tako ¢ez x-os, kot tudi cez y-os,
kar pomeni, da lahko izracunamo le plos¢ino dela telesa v 1. kvadrantu in rezultat
mnozimo s 4. V prvem kvadrantu je enacba nase krivulje le r = cos ¢ in tako dobimo

5 cos T
P:4/ dgo/ rdr=..=—
0 0 2

3. Dolocite parameter a tako, da bo vektorsko polje V = (P, Q, R), kjer je

— %5623/2 + e™yz + (a® + 1) cos(x) log(y2),
R 2sin(x)
Q_1+x2y2+€ Ty
R = e™ony + 2(a + 2)2 sin(x)
Z b

potencialno in izracunajte njegov potencial.



Resitev. Vektorsko polje V bo potencialno, ¢e bo veljalo rotV = 0. Prva kom-
ponenta omenjenega rotorja je enaka (0 neodvisno od parametra a, iz drugih dveh
komponent pa dobimo po kratkem racunu naslednji zahtevi

0 — _(a*+8a+T)cosw
2 Y
2 _
0— (a®* — 1) cosx
y Y

oziroma
0=a*+8a+7=(a+T7)(a+1) in 0=a*>—1=(a+1)(a—1).

Obe zahtevi bosta zadosceni le v primeru a = —1.
Tako dobimo

Y

Ty + e™*yz + 2 cos(x) log(yz),
x s 2sin(x)
Q = szyz + eV rz 4 T,
R— ey + 2 sin(:v)’
2

oziroma potencial tega vektorskega polja

/de = / (L + e™*yz 4+ 2 cos(x) log(yz)) dr =

1+ 2292
= arctan(xy) + ™% 4+ 2sin(x) log(yz) + C(y, 2),

x s 2sin(x)
/Qdy:/(m-i-eyl‘z—f-T)dy:

= arctan(zy) + e™* + 2sin(z) log(yz) + C(z, 2),

9 g
/ fedz= / (zy + Sln(x)) dz = ¢ + 2sin(z) log(yz) + Clx,y),
z
u = arctan(xy) + e"¥* + 2sin(z) log(yz) + C

4. Poiscite funkeijo z(t), ki resi enacbo

t

/et_“x(u) du =sint

0



Resitev. Na obeh straneh enacbe uporabimo Laplace-ovo transformacijo in dobimo

1 1

X =
s—1 s2+1
_s—=1 s 1
Cos241 0 241 s2+1
x(t) = cost — sint

5. V pravokotniku z obsegom 10 je stranica slucajna spremenljivka z gostoto verjetnosti

kr O0<zxz<b
p(x)z{

0 ostali =

(a) Dolocite konstanto k!

(b) Koliksna je verjetnost, da je plos¢ina pravokotnika manjsa od %?
Resitev.

(a)
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Rl =1
20
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k=—
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P:2/ —zdr =..=—.
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