DIFERENCIALNI IZPIT

8. september 2009

1. Podana je krivulja
F(t) = (V2cht,sint + cost,sint — cost)
in tocki T1(v/2,1, —1), TQ(_ sin(log 2) + cos(log 2), sin(log 2) — cos(log 2)).

(a) Dolocite enacbo tangentne premice na krivuljo 7(t) v tocki 7T7.

(b) Izracunajte dolzino loka krivulje 7(¢) med tockama T} in 7.
Resitev.

(a) Tocka T} je jasno dosezena pri t = 0. Tako dobimo

#(t) = (V2sht,cost — sint, cost + sint)
7(0) = (0,1,1)

Enacba iskane premice se tako glasi z = v/2, y — 1 = z + 1.
(b) Tockama T} in T5 pripadata t; = 0 in t3 = log 2. Tako dobimo

ds = \/7(t) - F(t dt:\/ 2sht)? 4 (cost —sint)? + (cost +sint))? dt =
= V2sh?t +2dt = \/2(sh*t + 1) dt = V2ch*t dt = V2cht dt
log 2 log 2 log 2 log2 _ _—log2
s:/ ds = V2cht dt = V2sht ¢ ‘
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2. Dolocite parameter a tako, da bo krivuljni integral

acos z z 2cosz Y 9 ) -
/C(Zx— . ’1+y222+ ; ,1+y222—(a —2)log(xy)smz>-dr

neodvisen od poti in ga za primer, ko je C' poljubna krivulja od tocke T1(1,1,1) do
tocke T5(2, 1,0), izracunajte.

Resitev. Vemo, da je krivuljni integral | o V -d7 neodvisen od poti, ko veljarot V' = 0.
Torej mora v nasem primeru veljati
( (a*> —4)sinz (a* +a—2)sinz

| ,o) — (0,0,0),
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kar je res, ko velja a> —4 = (a —2)(a+2)=0ina*+a—2= (a+2)(a—2)=0.
Tako dobimo a = —2.

Za izracun dobljenega integrala najprej izracunamo potencial vektorskega polja 1%

2
/ <2x+ COSZ> dr = 2% + 2cos zlogz + D(y, 2)

T

2
[ (s 25 ) o= artontys) 2002 1ogy D2

/ (—1 +2222 — 2log(zy) sin z) dz = arctan(yz) + 2log xy cos z + D(x, y)
u = % + 2log ry cos z + arctan(yz) + D

(Upostevali smo dejstvo logx + logy = log zy.) Vemo, da je iskani integral enak

u<T2>—u<T1>:4_(1+g):3_%

3. Izracunajte kompleksni integral

/ 5 dz
|=—2-2i|=3 2(z—23(2 —2i)

kjer je integracija v pozitivni smeri.

Resitev. Iz teorije vemo, da je dovolj gledati residuume v singularnostih znotraj

integracijskega obmocja, torej le v z = 2 in z = 24. Oznacimo f(z) := m.
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Iskani integral je tako enak
/ f(2) dz = 2mi(res,—o; f(2) +1e8.20 f(2)) =
|lz—2—2i|=3

o 1 i+1+5z’ 2.2'
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4. 7 Laplace-ovo transformacijo poiscite resitev x(t) diferencialne enacbe

IIH _ 433// + 4x/ — O

z(0) =0
2'(0) =1
2"(0) =2

Resitev.

X —5—2—4(s*X —1)+4sX =0
(s — 45+ 48)X =5 — 2

o 572
s(s? —4s+4)
1 A B
Cos(s—2) s s—2
1=A(s—2)+Bs = a=—-,b=

5. Poiscite resitev u(z,t) parcialne diferencialne enacbe

Uy = Ny, O0<z <3, 0<t

u(0,t) =0
u(3,t) =
u(z,0) =0
u(x,0) = sin (;) + sin(7x)

Resitev.

u(z,t) = F(x)G(t)
F(x)G"(t) = 9F"(2)G(¢)



G//(t) B 9 F/I (.’]j)

Gt) " Flz) A
w(0,t) =0 = F(0) =0
w(3,t)=0= F(3) =0

9F"(x) + N F(x) =0
9%+ A =0

?"1’2 = :Eg’l

A (A
F(z) = Acos <§x> + Bsin <§x>
FO)=0= A=0
FB)=0= A=nn

nim

F.(z) = B, sin <?x>

G//(t)
G(t)
G"(t) + (nm)*’G(t) = 0
r? + (nm)* =0

2

= —(nmn)

T2 = +nme
Gn(t) = C,, cos(nmt) + Dy, sin(nnt)

u(z,t) = Z (cn cos(nmt) + d,, sin(mrt)) sin (%x)
n=1
u(z,0) =0= chsin (%Tx) — ¢, =0
n=1
nm

w(z, t) = i (—cnmr sin(nnt) + d,nm cos(mrt)) sin <?x)

n=1
uy(x,0) = sin (%) + sin(7x) = Z d,nm sin (%x)
n=1
1 1
dy=—,d3=—, ostalid, =0
s 3

u(zx,t) = %(sin(ﬂt) sin <%x> + %sin(?ﬂrt) sin(mc))



